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Introduccio

En aquesta assignatura estudiarem les operacions i estructures elementals.

En un principi, U'operacié més intuitiva és la suma en els nombres naturals. Més tard, per
representar el concepte de deutes, es va necessitar la resta, i es van introduir els nombres enters
per permetre la resta de qualsevol parella de nombres.

Per agilitzar la suma, sorgeix la multiplicacid, i el seu invers la divisié. Per tal de poder dividir
dos nombres qualssevol, s’introdueixen els nombres racionals.

A partir d’aquestes estructures basiques es poden obtenir estructures més complexes. Per exem-
ple, es poden completar els racionals per obtenir els reals, pero també es poden obtenir altres
cossos complets com els nombres p-adics. A partir dels reals, s’obtenen els complexos, que es
corresponen a la seva clausura algebraica.

Altres maneres de generar noves estructures sén el pas al quocient (per passar de Z a Z/pZ), o
els anells de polinomis, com Z[z] o R[z]. A partir d’'un anell qualsevol també es poden obtenir
altres tipus d’estructures, com les fraccions polinomiques (A(x)), les series de poténcies (A[[x]])
o les series de Laurent (A{{z}}).

En aquest curs també treballarem amb els moduls, que sén una especie d’analeg dels espais
vectorials pero amb els escalars en un anell.

1.1 Propietats de Z

Es Abelia

Es integre (ab=0 = a=0Vb=0)

Té elements primers

Es factorial (qualsevol enter es pot descomposar com a producte de primers de manera
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Unica)
e Té¢ divisié euclidiana

Hi falten inversos (per la multiplicacid)

e Falten arrels de polinomis

e No és complet

1.2 Operacions i les seves propietats

Totes les estructures algebraiques es defineixen a partir d’operacions en conjunts. Per tant, té
sentit preguntar-se primer que és una operacio en abstracte i quines propietats pot satisfer.

Definicié 1.2.1 (Operacié). Una operacid en un conjunt A és una aplicacié ¢ : A x A — A
Una operacié pot satisfer algunes de les seglients propietats:

e Propietat commutativa: Ya,b € A, ¢(a,b) = ¢(b,a)

Propietat associativa: Va,b,c € A, ¢(a,p(b,c)) = p(p(a,b),c)

Element neutre: Je € A tal que Va € A, ¢(e,a) = p(a,e) =a

Element invers: b € A és invers de a € A si p(a,b) = ¢(b,a) =e

Propietat de I'invers: Es diu que ¢ en A té la propietat de I'invers si tot element de A té
element invers per .

Proposicié 1.2.1. Si existeix element neutre, aquest és unic.

Demostracid. Siguin e i €’ elements neutres de 'operaci6 ¢. Aleshores, e = ¢(e,e’) =€’ O

Proposicié 1.2.2. Si existeiz element invers d’un a € A, aleshores aquest element invers és
unic.

Demostracio. Exercici. O

1.3 Estructures algebraiques basiques

Grup: (G,x) amb EN, PA, PL

e Semigrup: (G,*) amb EN, PA.

Grup Abelia: Grup amb PC.

Anell: (A, +,%) on (A,+) és un grup Abelia, (A, x) és un semigrup, i x és distributiva per
les dues bandes respecte +.
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e Anell commutatiu: Anell on x té la PC. (En aquest curs sovint ens referirem als anells
commutatius simplement com anells.)

e Cos: Anell (K,+,x) on K \ {0} és un grup Abelia.

e Modul: (M, +) és un modul sobre l'anell A si (M,+) és un grup Abelia i existeix una
multiplicacié per escalars A x M — M.

e Espai vectorial: Modul sobre un cos (en lloc d’un anell).

Propietats de la multiplicacié per escalars en un modul:

i) a(mi + mo) = amy + ams

iii) a(bm) = (ab)m

)
ii) (a+b)m =am+bm
)
iv)

lam=m



Anells

La definicié d’anell s’ha donat en el capitol anterior. D’ara endavant farem servir la notacid
(A,+,-) per representar un anell, i ens referirem a l’element neutre de la suma com 04 i a
I’element neutre del producte com 14.

Per representar I’element invers de a € A respecte a la suma (1'oposat), utilitzarem la notacié —a,
i per representar 'element invers respecte al producte utilitzarem a~!. En general, denotarem
per A* el conjunt d’elements d’A que tenen invers (les unitats d’A). Observem que (A*, ) sempre
és un grup Abelia.

2.1 Propietats dels anells

Comengarem demostrant una serie de propietats basiques dels anells:
Proposicié 2.1.1. 1. Va,be A, a+b=a+c = b=c
2.Vae A, 0x-a=04y
3. VYae A, (—14)(—a)=a
4. Ya€e A, (—lg)a=—a

Demostracié. 1. a+b=a+c = —a+(a+b) = —a+(a+¢c) = 04+b=04+c = b=c

2.04-a=(044+04)-a=04-a+04-a ? 04=04-0a

3. Exercici.

4. Exercici.
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Alguns exemples d’anells sén Z, Q, R, C, Z[z], Q[z], R[z], Clz], Myuxn(A) amb A anell, Z[(] =
{ap + a1¢ + a2C? 4+ a3C® 4+ asC* 1 a € Z, ¢ := e*™/}, Z/nZ, etc.

Observem que els elements neutres de les dues operacions han de ser diferents si volem que
I’anell no sigui trivial:

Proposicié 2.1.2. Sigui A un anell. Si 04 =14, aleshores A ={04}.

Demostracio. Exercici. O

Definicié 2.1.1. Sin € Z i a € A, definirem

a+---4+a, sin>0
N———

n cops
na:=¢—a+---+—a, sin<O0
—_——
[n| cops

04, sin=20

Analogament, per representar el producte repetit definim

a-Q----- a, sin>0
n Cops
a":=Latatooial sin<0
\n|‘crops

la, sin=0

Definicié 2.1.2 (Caracteristic). Diem que l'anell A té caracteristic 0 si nlg # 04 per tot
n € ZT. En cas contrari, direm que A té caracteristic m si m és el menor nombre enter positiu
tal que mlg = 04.

Observacid. Per qualsevol a € A, es compleix que char(A)a = 04 (ja que podem expressar a
com ly - a).

Definicié 2.1.3 (Subanell). Un subanell d'un anell A és un subconjunt S C A tal que

e lp€efs
e Va,be S, a—-bes
e Va,be S, a-beS

Observacié. Donat un S C A, podria semblar que S és subanell de A <= S és un anell.
Observem que aixo és fals en general, ja que S pot ser un anell i no contenir 14 (condici6
necessaria per ser subanell de A). Per exemple, podem prendre A = Z/6Z i S = {0,3} C A.
Observem que S és un anell, ja que podem prendre 1g = 34, pero en canvi 14 ¢ S.

Exemple 2.1.1. e 7 és subanell de Z[i] = {a + bi : a,b € Z} que és subanell de C.

e 27 mno és un subanell de Z perque no conté el 1.
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Definicié 2.1.4 (Anell producte). Donats dos anells A, B, el seu anell producte és el conjunt
A x B amb les operacions

(al,bl) + (ag,bg) —> ((Il + ag, b1 + bg)

(a1,b1) - (a2, b2) — (a1 - az, by - b)

Es pot comprovar que amb aquestes operacions A x B és efectivament un anell.

Per productes finits, es pot aplicar la operacié anterior repetidament, pero per productes infinits
s’ha d’anar en compte perque podria no convergir.

A continuacié veurem una de les definicions més interessants del capitol:

Definicié 2.1.5 (Ideal). Sigui A un anell. Un subconjunt I C A es diu que és un ideal si

ceuclacA = auel

e uvel = u+tvel

Aquestes dues condicions sén equivalents a dir que

Yu,v € LYo, € A, au+pfvel

El concepte d’ideal va ser desenvolupat per Kronecker quan intentava provar el teorema de
Fermat, ja que es va adonar que la propietat de factoritzacié en primers estava relacionada amb
aquest tipus de conjunts, que ell va denominar nombres ideals.

Alguns exemples d’ideals sén

e {04} (o ideal zero) i A (o ideal total)

e 27, C Z, o en general mZ.

Ideal generat per a € A: (a) :={am:m € A}

Ideal generat per ai,...,an € A: (a1,...,a,) :={aymi + -+ aym, : m; € A}

Donat w € Q, I = {f(z) € Q[z] : f(a) = 0}, que és 'ideal de Q[z] generat pel polinomi
r —a.

o I ={f(x,y) € Q[z]ly] : £(0,0) =0}, ideal de Q[z,y] generat per (z,y).
Proposicié 2.1.3. Donats dos ideals I,J C A,
1. I+J:={a+b:aclbe J} ésun ideal i és el menor ideal que conté I i J.
2. 1-J:= {Zle aib; 1 k < 0o,a; € 1,b; € J} és un ideal.
Demostracio. Exercici. O

Observacié. En general, I U J no és un ideal.
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Proposicié 2.1.4. Sigui a € A anell, i uw € A*. Aleshores, (a) = (u - a).

Demostracio. Exercici. O

Exemple 2.1.2. Observem que, a R[z], (x) = (3z), perd a Z[x] no, ja que 3 no és una unitat.

Proposicié 2.1.5. A és un cos sii els seus unics ideals sén 0 i A.

Demostracid. Sigui I C A un ideal no nul. Sigui z € I, x # 0. Si A és un cos, Iz~ € A, i per
tant 1 = 212 € I i aleshores I és el total.

Per veure la implicacié contraria, suposem que tot ideal és o bé el zero o el total. Aleshores,
sigui © € A amb x # 0, tenim que (z) = A. Per tant, 1 € (xr) = Jy € A tal que yx =1 1i, per
tant, x € A*. Com que aquest argument val per qualsevol x € A\ {0}, A és un cos. O

Definicié 2.1.6 (Ideal principal). Direm que un ideal I de I'anell A és principal si existeix un
m € A tal que I = (m) (és a dir, I és 'ideal generat per m).

Proposicié 2.1.6. Tots els ideals de 7. son principals.

Demostracié. Sigui I C Z un ideal. (0) és obviament principal. Podem suposar per tant que
I #(0) = Jz €1 tal que z # 0. Observem que x € [ sii —x € I, de manera que

It ={zxel:x>0}=INN#0

Pel principi de bona ordenacié dels naturals, tot subconjunt de N té un element minim. Sigui
m=minIt. m €I = Vk € Z, mk € I. Per tant, (m) C I.

En tindriem prou amb veure la inclusié contraria (que I C (m)). Sigui y € I tal que y > 0.
Definim

T:={y—km>0,ke N} CN

El conjunt T no és buit, ja que y € T. Aleshores pel principi de bona ordenacié també té un
minim. Sgui r = y — mkg = min7. Tant y com mkgy pertanyen a I, de manera que r € I. Si
tinguéssim r > m, llavors 0 < y — (kg + 1)m < r, de manera que r no seria el minim de 7T'. Per
tant, tenim que 0 < r < m, i com que m = min [T, r = 0. Aix0 implica que y és multiple de m,
de manera que y € (m). Com que y era un element qualsevol de I, I C (m).

Havent vist les dues inclusions, tenim que I = (m) per un cert m € Z, tal i com voliem
demostrar. O

Observacio. Observem que la base de la demostracio és el fet que a Z podem dividir per m
obtenint un residu 7 Unic. Aixo ens permet extendre la demostracié anterior per tots els anells
en els quals es pugui “dividir bé” (els anells que més endavant anomenarem anells euclidians).
En particular, tenim la segiient proposicié pels polinomis:

Proposicié 2.1.7. Sigui K un cos. Aleshores tots els ideals de K|x] sén principals.

Demostracio. Exercici. S’ha d’adaptar la demostracié anterior utilitzant la divisié de polinomis.

O]

Definicié 2.1.7 (Anell principal). Un anell principal és un anell on tots els ideals sén principals.
Per exemple, segons les proposicions anteriors, Z o K|[z] sén anells principals.
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2.2 Morfismes d’anells

Definicié 2.2.1 (Morfisme d’anells). Siguin A i B anells. Una aplicacié f : A — B és un
morfisme d’anells si preserva les operacions de A i B:

° f(lA):lB
e Vx,yc A, flx+y)=f(z)+ fly)
e Vr,yc€ A, f(x-y)=f(z) f(y)

Definicié 2.2.2 (Tipus de morfismes).

e Monomorfisme: morfisme injectiu.
e FEpimorfisme: morfisme exhaustiu.
e [somorfisme: morfisme bijectiu.

Exemple 2.2.1. Alguns exemples de morfismes entre anells sén els segiients:

1. f:Z — Qtal que f(m) =m-1g

2. En general, per un anell A qualsevol, tenim el morfisme ¢ : Z — A tal que ¢(m) = m-14.

Aquest morfisme és important, perqué ¢ injectiu sii charA = 0, i $~1(0) = (charA4). A
més, ¢(Z) és un subanell.

3. Sigui K un cos, a € K, ¢, : K[x] — K tal que ¢4 (p(z)) = p()

0 1
4. C — M3(R) donat per a + bi — ald + b ( 0>

5. La conjugacié complexa (morfisme de C a C).

6. L’analeg de la conjugacié complexa a Z[v/d] (on a+bvd — a —bv/d), demanant que d € Z
id#0.

7. Sigui ¢ = e*™/5 i k # 0 mod 5, el morfisme de Z[¢] a Z[¢] donat per 3 ;¢ = 3 a ¢k

Proposicié 2.2.1. Sigui f : A — B un morfisme entre anells. Aleshores,

~

- fla") = f(a)"

2. a € A* = f(a) € B

3. Sigui J un ideal de B, llavors f~(J) és un ideal de A.
4. Si f és exhaustiu, I ideal de A = f(I) ideal de B.
5

. ker f és un ideal de A.



Estructures Algebraiques 9

6. Im f és un subanell de B.

7. [ injectiu <= ker f =0

8. Si A és un cos, l'inic morfisme f : A — B no injectiu és el morfisme zero.
Demostracio. 1. Exercici.

2. Exercici.

3. Siguin ay,as € f~1(J), A\, € A. Hem de veure que \aj + pas € f~1(J).

fAar + paz) = Af(ar) + pf(az) € J = Aay + pas € f~1(J)

4. Exercici.
5. Exercici.
6. Exercici.
7. Exercici.

8. Exercici.
O

Observacio. En general, la imatge d’un ideal per un morfisme no és un ideal. Per exemple, tenim
el morfisme i : Z — Q, a — a/1. Observem que 2Z és un ideal de Z pero que la seva imatge no
és un ideal de Q (ja que, per exemple, % -2 ¢ 27).

2.3 Anell quocient

Definicié 2.3.1 (Anell quocient). Sigui A un anell i I C A un ideal. A partir de I definim
la segiient relacié d’equivalencia: a ~; b <= a — b € I. (Exercici: comprovar que és relacié
d’equivaléncia.) Aleshores el conjunt A/I := A/ ~ juntament amb les dues operacions

a—+

I~

=a-+b
a-b=a-b

forma un anell, que anomenarem anell quocient.

Demostracié. En primer lloc, veurem que les operacions estan ben definides. Siguin a,a’ € @ i
b,b € b. Aleshores, a —a’,b — b € I. Per tant,

d+V=d+bV=a+b—(a—a)—(b—Vb)=a+b=a+b

de manera que la suma no depen dels representants que escollim. Com a exercici, es pot fer la
mateixa comprovacié pel producte i comprovar a més que el conjunt A/I amb aquestes dues
operacions satisfa totes les propietats de la definicié d’anell. O
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Exemple 2.3.1. 1. Agafant A=7 11 = (m), tenim que 'anell quocient A/I és Z/mZ.

2. SiA=K[z]il = (z —«a) per o € K, aleshores A/I = K[z]/(x — «) és un anell quocient
isomorf al cos K.

Demostracié. Sigui f : K[z]/(x — a) — K que envia p(z) a p(a). Aquesta aplicacié esti
ben definida, ja que si ¢(z) € p(x), aleshores ¢(z) — p(z) € (z —a) = ¢(a) — p(a) = 0.
Falta veure que és un isomorfisme, cosa que es deixa com a exercici. O

3. Sigui A = R[z], I = (2% + 1). Aleshores, 'anell quocient R[z]/(x? + 1) és isomorf a C.
Com a exercici, es pot demostrar que p(x) — p(i) és un isomorfisme.

4. Sigui ] = Ax0C A x B, amb A, B anells. Aleshores (A x B)/I ~ B.

Proposicié 2.3.1. L’aplicacio natural

m:A— A/l
ar—a
és un morfisme d’anells.
Demostracid. Segueix de la definicié de les operacions a A/I. O

Per definicié, 7 és exhaustiva, ikermr ={a € A:a=0}={a € A:a €I} =1. A més, tenim la
segiient proposicio:

Proposicié 2.3.2.

1. Sigui J € A, un ideal tal que I C J. Aleshores,

J/I =n(J)C A/I és un ideal
2. Sigui U C A/I un ideal. Aleshores existeix un tinic ideal J C A tal que J DI i J/I=U

Demostracio. 1. El morfisme 7 és exhaustiu, i sabem que la imatge d’un ideal per un epi-
morfisme és sempre un ideal.

2. Prenem J := 771 (U) C A, que és un ideal pel fet de ser antiimatge d'un ideal. Comprovem
que aquest J satisfa les condicions necessaries. Tenim que J/I = w(J) = n(7~1(U)) = U
(donat que 7 és exhaustiva). A més, com 0 € U, [ = 7~ 1(0) c == }(U) = J.

Només ens falta demostrar la unicitat de J. Suposem que existeix un altre ideal J’ que
també satisfa 7(J') = U i J' D I. Aleshores, n(J') =U = J' Cr ln(J)=7"YU) =
J. Ens falta veure l'altra inclusié. Sigui a € J = 7~ 1(U), aleshores 7(a) € U = 7(J'). Per
tant, existeix un x € J' tal que 7(z) = 7(a), és a dir, que z —a € I C J'. Finalment, com
quea—x € J izeJ, tenim que a € J'. Aixi doncs, J C J'.

O
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Proposicié 2.3.3 (Propietat universal del quocient). Sigui f : A — B un morfisme d’anells,
i sigui I C A un ideal tal que I C ker f. Aleshores, existeix un tinic morfisme ¢ : A/I — B tal
que pom = f (és a dir, el diagrama és commutatiu).

Demostracid. Definim ¢(a) = f(a). Sigui b € a. Aleshores, b = a + A\, amb X\ € I C ker f.
Aleshores,

f(0) = f(a) + F(A) = f(a)
i, per tant, ¢(a) no depen de I'eleccié del representat de @.

Per altra banda, ¢ és un morfisme, ja que ¢(1) = f(1) =11
¢(@+b) =pla+b) = fla+b) = f(a) + £(b) = ¢(a) + $(b)
¢(a-b) =¢(a-b) = f(a-b) = f(a) f(b) = 6(a) - $(b)

A més, per construccié, observem que ¢ o m = f. Només ens falta demostrar la unicitat. Sigui
¢ : A/I — B que també satisfaci que ¢ o = f. Aleshores, per qualsevol a € A/I,

p(@) = (pom)(a) = fla) = ¢(a)
de manera que ¢ = ¢. ]

Amb aquesta proposicié es pot demostrar facilment el teorema d’isomorfisme:

Proposicié 2.3.4 (Teorema d’isomorfisme). Sigui f : A — B un morfisme d’anells. Aleshores
hi ha un isomorfisme canonic

fiA/ker f — Im f
g £(a)
Demostracié. Considerem el morfisme f': A — Im f C B, i prenem I = ker f' = ker f. A més,
Im f = Im f’. Per la propietat universal del quocient, existeix un tinic morfisme ¢ : A/ ker f/ —
Im f’ tal que pom = f’. Tenim que ¢ és exhaustiu perque f’ ho és, i a més tenim que ker ¢ = 0,

de manera que és injectiu. Per tant, ¢ és I'isomorfisme entre A/ker f ~ Im f que a I'enunciat
anomenavem f. O

2.4 Ideals primers i ideals maximals

Definicié 2.4.1 (Divisor de zero). Un divisor de zero en un anell A és un element a € A, a # 0,
tal que perun cert be A, a-b = 0.

Exemple 2.4.1. A Z/127, tenim que 3 és un divisor de zero, ja que 3 -4 = 0.

10
Similarment, a M3(Q) la matriu (0 O) és un divisor de zero, ja que

b3) ()=
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Habitualment ens interessaran els anells on no hi hagi divisors de zero:
Definicié 2.4.2 (Anell integre). Un anell integre és un anell sense divisors de zero.

Definicié 2.4.3 (Ideal primer). Unideal p C A qualsevol es diu que és primer si per tot a,b € A,
estéquea-bep = acpobeyp.

Exemple 2.4.2. A Danell Z, I'ideal principal (p) generat per un p primer és un ideal primer.
De la mateixa manera, a K|[z], I'ideal generat per un polinomi irreductible és un ideal primer.

Definici6 2.4.4. L’espectre d’un anell A és el conjunt d’ideals primers de I'anell:
Spec(A) = {p C A :p ideal}

L’espectre d’un anell és important en geometria, ja que ens permet trobar les subvarietats de la
varietat descrita per 'anell.

Proposicié 2.4.1. Sigui p C A un ideal. Aleshores, p primer <= A/p integre.

Demostracid. = Siguin @,b € A/p. Sia-b =0, aleshores a-b € 0 =p = a€po
bep = a=000b=0. Per tant, A/p és integre.

<= Suposem que ab € p. Aleshores, @-b=a-b =0, icom A/p és integre, aixd implica que
a=000b=0. Per tant, un dels dos pertany a p, que és la condicié que necessitem per dir que
p és un ideal primer. O

Exemple 2.4.3. Prenent A = Z[z], tenim que p = (z) és primer, ja que Z[z]|/(x) = 7Z és integre.

Definicié 2.4.5 (Ideal maximal). Un ideal 9t C A s’anomena mazimal si no esta contingut en
cap altre ideal propi de A (és a dir, que si M C I ideal, I = A).

I

Exemple 2.4.4. A T'anell de polinomis K[z], MM = (z) és maximal, ja que si (x) C [
dp(x) € I tal que p(z) ¢ (x) = p(x) = ap + q(x) amb ag € K* i ¢q(x) € (r) = ap
px)—qz) el = l=ay'ap €l = Klz]=(l,2)c I = I=K|z].

A Z[z], en canvi, (x) no és maximal. La demostracié anterior no val perque no sabem si existeix
un ay € Z. Per exemple, (z) € (2,z) C Z[z].

Com a exercici és interessant demostrar que (2, x) si que és maximal a Z[x].

De la mateixa manera que tenim una caracteritzacio dels ideals primers a partir del seu quocient
respecte I'anell, també tenim una caracteritzacié del mateix estil pels ideals maximals:

Proposicié 2.4.2. Un ideal M C A és mazimal <= A/IM és un cos.

Demostracié. <= Suposem 9 C J ideal. Aleshores, 3z € J \ 9. Donat que = ¢ 9N,
tenim que T # 0. Per tant, com que A/ és un cos, 37 # 0 tal que Ty = 1. Aleshores,
u=l—-aye = l=ut+azyeJ = J=A = I és maximal.

= Els ideals de A/9 s6n de la forma J/9M, amb J ideal de A 1 9 C J (ja que l'aplicacié
m: A — A/IM és exhaustiva). Donat que M és maximal, els unics ideals de A/ seran o bé
M/M =0, o A/M que és el total. Com que tot anell que té com a tnics ideals el zero i el total
és un cos, tenim que A/9 és un cos. O
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Corol-lari 2.4.1. M mazimal = DM primer.

Demostracio. Sigui 9 un ideal maximal. Segons la caracteritzacié dels ideals primers donada
a la proposici6 2.4.1, hem de veure que A/9 és un anell integre.

9 maximal = A/ és un cos. Aleshores, donats a,b € A/ tals que a-b =10, o bé a = 0,
o en cas contrari tenim que 3a~t € A/ == b= 0. Per tant, A/9M no té divisors de zero i és
un anell integre. O

Exemple 2.4.5.
1. (22 4+ 1) és un ideal maximal de R[z], ja que R[z]/(z? + 1) = C que és un cos.

2. (23 —2) és un ideal maximal de Q[z] (exercici), fet que implica que Q[z]/ (23 —2) = Q[v/2]
és un cos.

2.5 Anell de fraccions

Definicié 2.5.1 (Anell de fraccions). Sigui A un anell integre. Sigui F' = Ax (A\{0}). Definim
una relacié d’equivalencia a F' tal que (a, s) ~ (b,t) <= at = bs (Exercici: veure que és relacié
d’equivaléncia).

Aleshores, definim Panell de fraccions de A, Fr(A) com el conjunt de classes d’equivaléncia de
F/ ~. A més, definim la fraccié § com la classe (a,s) € '/ ~.

Les operacions d’aquest anell es defineixen com la suma i producte habituals de fraccions d’enters:

a_‘_b'_at-i-bs

s t st
a b_ab
s t st

Per veure que estan ben definides, cal demostrar que el resultat de les operacions no depen dels
representants triats (Exercici). També caldria demostrar que (Fr(A),+,-) compleix la resta de
condicions necessaries per ser un anell (Exercici).

Proposicié 2.5.1. L’anell de fraccions de A és un cos.
Demostracié. Hem de veure que tot element no nul té un invers. Sigui a/s € Fr(A). Suposem

que a/s # Opa) = 0/1 = a # 0. Aleshores s/a € Fr(A) i (a/s) - (s/a) = 1/1. Per tant, s/a
és l'invers de a/s. O

Comentari. Degut a la proposicié anterior, d’ara endavant ens referirem a Fr(A) com el cos de
fraccions de A.

Fins ara no hem relacionat el cos de fraccions amb 'anell A, pero observem que amb el morfisme
natural

A< Fr(A)

aHi(a):%
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podem incloure l'anell A dins de Fr(A).

Observem que el morfisme anterior i és injectiu (i(a) = 0 <= a = 0), de manera que
habitualment identificarem a € A amb a/1 € Fr(A), i escriurem a = a/1 (tot i que técnicament
aixo seria un abis de notacid, ja que els dos costats de la igualtat pertanyen a objectes diferents).

Exemple 2.5.1. Observem que ja hem treballat amb alguns cossos de fraccions sense saber-ho:
e Q=Fr(z)
o Q(x) :=Fr(Q[z]) = Fr(Z[z]) (fraccions polinomiques)
e Q(i) = Fr(Z][i]) (enters de Gauss)

e Exercici: trobeu el cos de fraccions de Q[[z]] (conjunt de séries de poteéncies amb coeficients
racionals).

Per construir fraccions a partir d’anells, a vegades és interessant restringir més els denominadors,
i agafar per exemple tots aquells que no sén multiples d’un primer donat. Aquestes construccions
no es veuran en aquest curs, pero convé saber que existeixen.

A continuacid, donem una caracteritzacié del cos de fraccions:

Proposicié 2.5.2 (Propietat universal del cos de fraccions). Sigui A un anell integre.

1. Si f: A — B és un morfisme d’anells tal que f(A\ {0}) C B*, llavors existeix un tinic
morfisme ¢ : Fr(A) — B tal que ¢ oi = f.

2. Si A< F' és una injeccid d’A en un cos F' que satisfa 1, aleshores F' ~ Fr(A).

Demostracio. 1. Si ¢ fos un morfisme tal que ¢ o i = f, tindriem que ¢ (%) =¢ (%) 10) (%) =
¢(i(a))-¢(i(s)™) = f(a)f(s)~". Per tant, definim ¢ (2) := f(a)f(s)~" i es pot comprovar
que aquesta ¢ esta ben definida, que és un morfisme i que satisfa ¢ oi = f (Exercici). La

unicitat la tenim per I’argument que hem fet servir per construir-la.

2. Sigui F’ un cos tal que existeix una injec-

ci6 A < F' i un morfisme ¢/ que compleix
¢ ot = f. Aleshores, utilitzant aquestes

hipotesis i el resultat de 'apartat (a), tenim idpr

que el diagrama de la figura 2.1 és commuta-

tiu. Aixo implica que les composicions ¢’ o ¢ )
ldFr(A)

i ¢ o ¢ sén les identitats respecte F' i Fr(A),
de manera que F' ~ Fr(A).

Figura 2.1
O

El que ve a dir aquesta proposicio és que el cos de fraccions d’un anell qualsevol és el cos més
petit que el conté. Aleshores, per exemple, sabent que R és un cos que conté Z i donat que
Q = Fr(Z), tenim que R ha de contenir Q.
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2.6 Anells factorials

En els enters, sabem que tot nombre es pot descomposar en primers:

Proposicié 2.6.1 (Teorema fonamental de aritmetica). Tot nombre enter m € Z té una
factoritzacio unica com a producte de nombres primers

m = +p{'ps? ... P, p; > 0 primer

Aquesta proposicié ens garanteix que la factoritzacié sempre existeix, pero trobar la factoritzacié
en si pot ser molt complicat. Es coneixen algorismes en temps polinomic per dir si un nombre
és primer, pero no per trobar la seva factoritzacié. De fet, si es pogués factoritzar un enter en
temps polinomic, es podrien trencar molts sistemes de xifratge (com el RSA).

Definicié 2.6.1 (Irreductible). Un element a € A, a # 0 és irreductible si a ¢ A* i
a=bc = beA*oce A"
Definicié 2.6.2 (Primer). Un element a € A, a # 0 és primer si (a) és un ideal primer.

Proposicié 2.6.2. En un anell integre A, a € A primer = a irreductible

Demostracié. Suposem que a és primer. Sigui a = be, aleshores, donat que (a) és un ideal
primer,

bce€ (a) = be(a)océe (a)
Suposem spdg que b € (a). Aleshores, 3d € A tal que b = ad. Per tant,
a=bc=adc = a(l—dc)=0 = 1=dc = c€ A"

Per tant, a és irreductible. ]

Observem que el reciproc no és cert: no tot element irreductible en un anell integre és primer.
Un exemple és el segiient:

Exemple 2.6.1. Sigui A = Z[V/—5] = {a + by/—5 : a,b € Z}. Aleshores, 2 és irreductible, ja
que si 2 = (a + v/—5)(y + dv/—5), multipliquem 2 pel seu conjugat complex i obtenim

4= (a®+58%) (¥ + 56%)

que és una igualtat a Z. Per tant, o® + 532 només pot ser 1, 2 o 4. Aleshores, 5 = 0 i, com que
«a € 7, tenim per forca que @ = +1 o « = +2. En el primer cas, a és una unitat, mentre que en
el segon v + 8v/—5 = F1, que és una unitat. Per tant, 2 no es pot expressar com a producte de
dos elements no invertibles, i 2 és irreductible a Z[v/=5].

En canvi, observem que
6=2-3=(1+vV-5)(1-+v-5) = 2| (1+vV-5)(1-+V-5)

perd 2+ 1+ +/—5, de manera que 2 no és primer.



16 Povill Clarés, Xavier

Un altre exemple d’elements irreductibles no primers és el segiient:

Exemple 2.6.2. Considerem un cos K i I'anell format per A = K[z? 2%]. L’element 22 és
irreductible a A (A no té polinomis de grau 1), perd x2 no és primer, ja que z2 { 3 dins de A i
en canvi 22 | 2323 = 26.

Exemple 2.6.3. Un tultim exemple és I'anell A = R[sinz, cosz], ja que

2

sin®z = (1 + cosx)(1 — cos x)

i (FALTA)

Definicié 2.6.3 (Associats). Direm que dos elements a,b € A sén associats si Ju € A* tal que
a = ub.

Definicié 2.6.4 (Anell factorial). Un anell factorial (o domini de factoritzacid inica — DFU o
UFD) és un anell integre en el qual cada element no nul admet una factoritzacié uinica com el
producte d’elements irreductibles (llevat de canvis d’ordre i de producte per unitats).

Observacio. Observem que, segons la definicié anterior, considerem que un cos és un anell fac-
torial (tot i que un anell factorial avorrit, perque tots els elements sén unitats i no hi ha irre-
ductibles).

Proposicié 2.6.3. Sigui A un anell factorial. Aleshores, p primer <= p irreductible

Demostracid. La implicaci6 cap a la dreta ja ’hem vista en anells integres (i un anell factorial
és per definicié integre), de manera que només hem de demostrar la implicaci6 cap a l’esquerra.

Sigui p irreductible. Suposem que p | ab. Aleshores existeix un d € A tal que pd = ab. Observem
que la factoritzacié de ab és unica, de manera que és la que s’obté ajuntant les factoritzacions
de a i b. Per tant, p apareix o en la factoritzacié de a o en la de b, de manera que p | a o p | b.
Per tant, p és primer. O

Més endavant veurem que podem tenir el mateix resultat amb una hipotesi més feble.

Proposicié 2.6.4. Sigui A un anell factorial. Siguin p,q € A elements irreductibles no associats
i sigui a € A un element qualsevol. Aleshores,

pla
= pqla
qla

Demostracio. Exercici. O

Observacio. Observem que la proposicié anterior es pot extendre a un producte finit d’elements
irreductibles no associats dos a dos.
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2.7 Anells principals

Recordem que un anell principal, o domini d’ideals principals és un anell on tots els ideals sén
principals. En aquesta seccié estudiarem els anells principals integres.

Definicié 2.7.1 (Maxim comu divisor). Siguin a,b € A. Direm que m € A és mazxim comi
divisor (med o ged) de a i b si

em|aim]|b
e Vce A, sitenim que ¢ | aic|b, aleshores ¢ | m.

Comentari. Observem que la segona condicid és necessaria perqueé no a tots els anells hi tenim
un ordre, de manera que no podem demanar que el maxim comu divisor sigui el “maxim” de
tots els divisors comuns.

Observacio. No sempre existeix un maxim comu divisor, com es veu a l'exemple segiient:

Exemple 2.7.1. Sigui A = Z[v/—5]. Tenim que 2 i 1++/—5 sén divisors comuns de 6 i 2+2+/—5,
pero no tenim que cap dels dos sigui divisible per 'altre.

Definicié 2.7.2 (Minim comid multiple). Un element M € A és minim comi miltiple (mem o
lem) de aibsi

ea|M,b| M
e Vce A, sitenim que a | cib] e, aleshores M | c.

Proposicié 2.7.1. Sigui A un anell principal i siguin a,b € A. Aleshores,
1. Sigui (m) = (a) + (b), aleshores m és un ged de a i b.

2. Sigui (M) = (a) N (b), aleshores M és un lem de a i b.

Demostracié. 1. Tenim que a,b € (m), de manera que a | m i b | m. Sigui ¢ € A tal que ¢ | a
ic|b. Aleshores, a,b € (¢) = (m) = (a) + (b) C (c), de manera que m € (¢) ic|m.

2. Exercici.
O

Definicié 2.7.3 (Coprimers). Dos ideals I, J d’un anell A s’anomenen coprimers si I +J = A.
Igualment, dos elements a,b € A s’anomenen coprimers si (a) + (b) = A.

Observacid. Si a i b sén coprimers, aleshores tenim una identitat de Bézout:
I\ p € Atals que da+pub=1
En general, si (a) + (b) = (m),

I\ p € A tals que Aa + ub=m
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Lema 2.7.1. Sigui A un anell principal i sigui a € A un element de l’anell. Aleshores,

a trreductible <= a primer

Demostracié. Observem que només hem de demostrar la implicacié cap a la dreta (ja que laltra
es compleix en general). Sigui a irreductible. Suposem que a | be i a b. Sigui (d) = (a) + (b).
a € (d) = d| a, perdo com a és irreductible, aixo implica que o bé d € A*, o bé d = au amb
u € A*. Observem que aquest 1ltim cas ens porta a contradiccié, ja que aleshores d i a sén
associats i com que at b, d{b. Per tant, tenim que d € A*.

Tenim que (a) + (b) = (d), i com que d € A*, (d) = A = (1). Aleshores, per la identitat de
Bézout, I\, u € A tals que

Ao+ pub=1 = dac+ pbc=c

Degut a que a | ac i a | be, tenim que a | ¢, com voliem demostrar. O

Es pot extendre la proposicié anterior amb una altra equivaléncia:

Proposicié 2.7.2. Sigui A un anell principal, i sigui a € A un element de ’anell. Aleshores,

a irreductible <= a primer <= a maximal

Demostracio. Exercici. O

Corol-lari 2.7.1. Sigui p € Z. Aleshores, p primer <= Z/pZ és un cos.

Proposicié 2.7.3 (Teorema). Sigui A un anell principal, aleshores A és un anell de factoritzacid
unica.

Demostracid. Sigui a € A un element d’un anell principal tal que a ¢ A*. Hem de veure que a
té una factoritzacié unica (llevat ordre i producte per unitats). Si a és irreductible, ja estem. Si
a no és irreductible, aleshores a = a1 - a}, amb a1, a} ¢ A*. Aleshores, (a) C (a1) i (a) C (a}). Si
aj 1 a} sén irreductibles, ja estem. En cas contrari, repetim el mateix procediment amb a; i af.

Poden passar dues coses. Si aquest procés acaba en un nombre de repeticions finit, aleshores
haurem expressat a com el producte d’elements irreductibles. Si el procés no acaba en un nombre
finit de passos, obtenim una llista d’elements no irreductibles a,aq, ..., ay,... tals que
(@) C (@) C -+ C (an) S ...

Les inclusions sén estrictes perque si (a;) = (a;+1), aleshores a;+1 € (a;) = a; | a;4+1. Per tant,
existiria un d € A tal que a; = a;41a] | = a;daj,, = (daj,; —1)a; = 0. Estem demanant que
els anells principals siguin integres, de manera que aixo implicaria que da; ; = 1 = aj; € A%,
arribant a una contradiccié.

Considerem I = (J(a;). En general, les unions d’ideals no sén un ideal, perd en aquest cas si

(Exercici). Recordem que A és un anell principal, de manera que I = (b)) = b € I, per un
cert b € A. Per tant, Jip tal que b € (a;,), de manera que (b) C (ai,) € (ai,+1) C I = (b).

=
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Donat que hem arribat a una contradiccid, concloem que el procés anterior ha d’acabar amb un
nombre de repeticions finit.

Per veure la unicitat, suposem que a = p1...p, = g1 ...¢qs amb p;, ¢; irreductibles. Observem que
P1|pi-..pr=q1...¢s, de manera que 3j tal que p; | ¢; i com g; és irreductible, p; = ug; amb
u € A*. Aleshores, podem cancel-lar p; i ¢; de la igualtat anterior. Donat que les factoritzacions
tenen un nombre finit d’elements, si repetim aquest procés acabarem arribant a que r = s i cada
p; €és associat a un cert g;. ]

Exemple 2.7.2. Observem que el teorema anterior és important, ja que ens permet demostrar
que anells com (Z/37Z)[z] o K(y)[x] sén factorials a partir del fet que sén principals.

Observacio. Tot i que sapiguem que un anell és factorial, a vegades podem no saber com fac-
toritzar els seus elements. Per exemple, només recentment s’ha descobert un algorisme per
factoritzar elements de Q[x], i utilitza técniques matematiques i aproximacions numeriques molt
avancades.

2.8 Anells euclidians

Informalment, els anells euclidians sén els anells on “es pot dividir”, com per exemple els enters
o els anells de polinomis.

Definicié 2.8.1 (Anell euclidia). Direm que l'anell A és euclidia si existeix una funcié § :
A\ {0} — N tal que

1. Va,b € A\ {0}, 6(a) < d(ab)
2. Va,be Aamb b#0,3g,r € Atalsquea=bg+riobér=0,0d(r)<dib)
Exemple 2.8.1. Per veure que Z és un anell euclidia, podem agafar 6(a) := |al, i aleshores

observem que la condici6 de que |r| < |b| és la condicié que demanem al dividir enters.

Per veure que A = K[X] és un anell euclidia, agafem d(p) := grau(p). Aleshores ens queda la
condici6 grau(r) < grau(b), que és la condicié que demanem al dividir polinomis.

Observem també que la primera condicié es compleix en els dos casos: |ab| = |a| [b] > |a| (ja
que b€ Zib+#0)igrau(pq) = grau(p) + grau(q) > grau(p) (ja que K[z és un cos i per tant un
anell integre).

Un tercer exemple d’anell euclidia seria un cos K qualsevol, agafant d(a) = 0 per qualsevol
a € A, ja que tot element és invertible i no fa falta residu per dividir.

Proposicié 2.8.1 (Teorema). Tot anell euclidia és principal, i per tant factorial.

Demostracié. Sigui I C A un ideal no nul. Sigui m = minger d(a). Tenim que m existeix, ja
que 0(A) C N i N compleix el principi de bona ordenacio.

Sigui ¢ € I tal que §(¢) = m. Veurem que I = (¢). Sigui a € I qualsevol. Donat que A és
euclidia, existeixen ¢, € A tals que a = gc+71id(r) < d(c) or =0.

Sir =0, tenim que a € (¢) i ja hem acabat. Altrament, tenim que §(r) < d(c), de manera que
r ¢ I. Perd r =a — cq, i donat que a,c € I i g € A, tenim que r € I = contradiccié. O
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Corol-lari 2.8.1. Tot anell que no sigui principal no és euclidia, com per exemple Z[\/—5].

Definicié 2.8.2 (Anell quadratic). Anell de la forma Z[V/d], on d = 2,3 (4) o Z [1+2‘/3], on

d=1(4),1on en els dos casos demanem que d estigui lliure de quadrats.

Observacid. La majoria d’anells quadratics no sén euclidians, i aixo implica que I'aritmetica en
aquest tipus d’anells és molt més complicada que en els enters o altres cossos euclidians.

Proposicié 2.8.2 (Propietats basiques dels anells de polinomis). Sigui K un cos i K[x] el seu
anell de polinomis.

1. Siguin f,g € K[z, f,g# 0 = deg(fg) = deg f +degyg

2. Sigui f € K[x], aleshores n =deg f = f té com a molt n arrels diferents.

3. (Identitat de Bézout). Donats f,g € K[x], ezisteix un dnic polinomi monic h(z) € K|x] i
polinomis \(x), u(z) € K[z tals que

h(z) = ged(f(z), 9(x)) = A(2) f(z) + p(z)g(x)
Demostracio. 1. Exercici.

2. Siguin o ...,y arrels diferents de f(x). Donat que f(a;) =0, x — «; | f (Exercici). Al
ser «; diferents, tenim que = — a; s6n polinomis irreductibles no associats, i per tant

n

[[Gx—a)l f2)

i=1
Aplicant (1), ens queda doncs que deg f > > 7" | 1 =n.

3. Exercici. S’ha d’aplicar ’algorisme extes d’Euclides, que s’explicara a continuacio.
O

Observacio. A la identitat de Bézout, podem exigir a més que deg A < degg i degp < deg f.

Exemple 2.8.2. Recordem l'algorisme d’Euclides per trobar el maxim comu divisor. Per cal-
cular el med de 34 i 21, anem dividint i quedant-nos amb el divisor i el residu:

ged(34,21) = ged(21,13) = ged(13,8) = ged(8,5) = ged(5, 3) = ged(3,2) = ged(2,1)
=gcd(1,0) =1
Pensat en termes d’ideals, estem dient que l'ideal generat per (a,b) és el mateix que el generat
per (a — bg, b) per qualsevol ¢q € Z, i aleshores (34,21) = (21,13) = --- = (1,0) = (1).
A partir de l'algorisme d’Euclides podem trobar la identitat de Bézout, amb el que es coneix
com algorisme extés d’Euclides.

Suposem que volem trobar la identitat de Bézout de 16 i 40. Ens definim u; = (40,1,0) i
uz = (16,0, 1), i anem realitzant I’algorisme d’Euclides amb els vectors, i observem que per cada
vector es conserva que 40x2 + 1623 = 21 (on definim u; = (z1, 22, x3)).

Per exemple, a partir de (40,1,0) i (16,0,1) trobem (8,1,—2). Per tant, 8 = gcd(40,16) =
40-14 16 - (—2), que és la identitat de Bézout de 40 i 16.
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2.9 Polinomis amb coeficients en un anell factorial

Sigui A un anell factorial i sigui K = Fr(A) el seu cos de fraccions.

Definicié 2.9.1 (Contingut d’un polinomi). Donat un polinomi f(z) = 3" a;x* € A[z], definim
el seu contingut com el maxim comu divisor dels seus coeficients:

c(f) :=ged(ag, - - -, an)

Observacid. Observem que el contingut d’un polinomi esta determinat llevat del producte per
unitats (ja que el ged també ho esta).

Definicié 2.9.2 (Primitiu). Direm que el polinomi f(x) € A[z] és primitiu si ¢(f) = 1.

Observacio. Com que el contingut esta determinat llevat d’unitats, és equivalent dir que f és
primitiu si ¢(f) € A*.

Exemple 2.9.1. Sigui f(z) = 4z + 2 € Z[z]. El contingut de f és ged(4,2) = 2, que no és
unitat a Z, de manera que f no és primitiu. Si dividim per 2 obtenim g(x) = 2z + 1, que si que
és un polinomi primitiu.

Lema 2.9.1 (Lemma de Gauss). Si f,g € A[z] sdn polinomis primitius, aleshores f - g també
€s un polinomi primitiu.

Demostracid. Siguin f(x) = >0, ajx? i g(x) = > bjx?. Aleshores,

m4+n i
(f-9)@)=> cal,  onc¢ =) ajbjy
j=0 k=0

Suposem que f - g no és primitiu. Aleshores existeix un p € A irreductible tal que p | ¢(fg) =
plco,pler, .oy p| Cmin. Sigui r el maxim index tal que p 1 a,, i sigui s el maxim index tal
que p 1 bs (sabem que existeixen perque f i g sén primitius).

El coeficient c,45 es pot escriure en funcié dels coeficients dels polinomis f i g com
Cris = agbrys + -+ apbs + ... arysbo

Per definicié de r i s, tenim que p | a;,b; per tot i < r i per tot j < s. Observem que aixo
implica que p divideix tots els termes de la dreta de 'igual excepte a.bs. A més, per hipotesi
P | ¢r4s. Aleshores, prenent modul p a ambdues bandes, ens queda que p | a,bs, i aixd implica
que p | ar 0 p | b, arribant a una contradiccié. (Hem utilitzat que p és primer, ja que recordem
que en un anell factorial tot irreductible és primer.) O]

Corol-lari 2.9.1. Tot polinomi f(z) € K|[z] es pot escriure de manera unica (llevat del producte
per unitats de A) com f(x) = cfo(x), amb c € K i fo(z) € Alx] primitiu.

Demostracié. Existéncia: Per poder calcular-ne el contingut, necessitem portar f a A[z]. Donat
que K és el cos de fraccions de A, sabem que existeix un d € A tal que g(z) := df (z) € Alz].
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Aleshores, sigui k = c(g), tenim que go(z) := 1g(x) és primitiu a A[z]. Substituint, ens queda
que f(z) = £go(z), on k/d € K i go(x) és primitiu.

Unicitat: Suposem que ¢ f1(z) = cafo(x), amb ¢1,c0 € K i f1, fo € Alx] primitius. Podem
suposar que c1,co € A i que sén coprimers (altrament els multipliquem pel producte dels seus
denominadors i simplifiquem els factors comuns).

Suposem que existeix un p € A irreductible tal que p | ¢;. Aleshores tindriem que p | ¢ fi(x) =
cof(x) = p | cleafa(x)) = cac(fa(x)) = c2, contradient el fet que ¢; i c2 sén coprimers.
Aleshores, ¢; € A* i, per Pargument simetric, co € A*. Per tant, fi(x) = cl_lcgf2(w) = fii
fo difereixen pel producte d’unitats d’A. O

Corol-lari 2.9.2. Siguin f(x),g(x) € Alx]. Aleshores, c(f(x)g(z)) = c(f(x)) - c(g(x)).

Demostracié. Pel corol-lari anterior, podem escriure f(z) = afo(z), g(z) = bgo(z), on a,b € K
i fo(x) i go(z) sén primitius. Per tant, tenim que ¢(f(z)) = a i c¢(g(x)) = b.

Per altra banda, aplicant el lema de Gauss, tenim que fo(z)go(z) és primitiu, de manera que

c(f(x)g(x)) = c(abfo(x)go(x)) = ab

Corol-lari 2.9.3. Sigui f(x) € Alz] un polinomi primitiu. Aleshores,
f(z) irreductible a Alzr] <= f(x) irreductible a K|[z]

Demostracié. La implicacié cap a l'esquerra és trivial, ja que A[z] C K[z]. Per tant, només
demostrarem la implicacié cap a la dreta.

Sigui f(z) irreductible a A[x]. Suposem que f(z) = a(z)b(z) amb a(z),b(z) € K[z] i dega(z),
degb(z) > 1. Pel corol-lari 2.9.1 podem escriure a(x) = aap(x), b(x) = Bbo(z) amb o, € K i
ap(x) 1 bo(z) € Alz] primitius.

Com que K és el cos de fraccions de A, tenim que a5 = v/d, amb v, € A. Aleshores,

0f(x) = vyao(z)bo(z) = c(6f(z)) = c(yao(x)bo(x)) = 6 =1~

on hem utilitzat que f, ag i by s6n polinomis primitius. Per tant, ens queda que f(x) = ag(z)bo(x)
i (com que f és irreductible a A[z]) el grau de ag(x) o el grau de by(x) han de ser zero. Tenint
en compte que dega(z) = degag(z) i degb(x) = degby(z), aixd suposa una contradiccid. O

Proposicié 2.9.1 (Teorema). Sigui A un anell factorial. Aleshores, Al[x] també és un anell
factorial.

Demostracié. Sigui f(z) € Alz] un polinomi qualsevol. Pel corol-lari 2.9.1, existeix un fy primi-
tiu tal que f(z) = c(f(x))fo(x), i aquesta descomposici6 és tinica (llevat del producte per unitats
de A). Sigui ¢(f) = p7*...pS la descomposicié tnica en elements irreductibles de ¢(f) € A.

Donat que K|[z] és euclidia, també és factorial. Per tant, veient fy(x) com un element de
K|z], tenim que fo(z) = h{*(x)...hY*(x), amb h;(z) € K[z] irreductibles. Donat que fy(z) és
primitiu, cada un dels h;(z) és primitiu, i per tant també sén irreductibles a A[z] (aplicant el
corol-lari 2.9.3).
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Ajuntant-ho tot, ens queda que

Fla) =P DB () . (@)

on cada factor és irreductible a A[x].

Deixem la demostracié de la unicitat com a exercici, ja que no suposa cap dificultat. O
Corol-lari 2.9.4. Sigui A un anell factorial. Aleshores, Alz1,...,xy,] €s un anell factorial.

Demostracid. Es prova per induccié sobre n, veient que Alzy,...,x,] = Alz1,...,Tp-1][zs] 1
aplicant el teorema. ]

2.10 Criteris d’irreductibilitat

Sigui A un anell factorial i sigui K = Fr(A) el seu cos de fraccions.

Proposicié 2.10.1. Sigui f(z) = ao+ a1z + --- + apa™ € Alz]. Sigui « = u/v € K, una arrel
del polinomi, amb u i v coprimers. Aleshores, tenim que u | ag i v | ay.

Demostracié. Com que « és arrel de f, v" f(a) = 0 i per tant,
apv™ + a1 " tu 4 -+ apu” =0

Prenent modul u o modul v als dos costats de la igualtat, ens queda que u | apv™ = wu | ag i
v | apu = v ay. O

Exemple 2.10.1. Considerem el polinomi f(z) = 2° 4+ 2z + 6. Aquest polinomi no té arrels a
Q, ja que si u/v € Q fos arrel, tindriem que u = +1,+2,+3,46 i v = £1, i es comprova que cap
d’aquestes possibilitats és arrel.

Exemple 2.10.2. El polinomi 22 — 2 no té arrels racionals, ja que f(£1) = —11i f(£2) = 2.
D’aqui es pot deduir que v/2 és irracional.

Proposicié 2.10.2 (Criteri d’irreductibilitat d’Eisenstein). Sigui f(z) = ag+a1z+---+az" €
Alz]. Sigui p € A primer. Aleshores,

p|a0> SRR p|an71
p1an = f(x) és irreductible a K|z]

2
p* 1 ao
Demostracio. Per resultats anteriors, podem suposar que f és primitiu i demostrar només que
és irreductible a A[z].

Suposem que f(x) = g(z)h(z), amb g(z) = Y I_ bz’ i h(z) = D.i_,cix’, 7,5 > 1. Tenim que
ao = boco, p | ap i p* 1 ag. Per tant, p no pot dividir tant a by com a cg. Suposem spdg que p { by
ip|eo.
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Tenim que p { a, = bycs = p{ c,. Sigui t el minim index j tal que p { ¢;. Tenim que
t <s<r+s=mn. Aleshores,

at:b00t+"'+bt00

Com que t era el minim index tal que p{ ¢ it < n, tenim que p divideix tots els termes de la
igualtat excepte bpc; = p | boc;. Haviem suposat que p 1 by i p 1 ¢, de manera que arribem a
una contradiccio. ]

Exemple 2.10.3. El polinomi f(z) = 2° + 3z + 623 + 1222 + 15 és irreductible a Q[x], ja que
és 3-Eisenstein (compleix el criteri d’Eisenstein amb p = 3).

Observacio. Si agafem un polinomi a l'atzar, la probabilitat que sigui p-Eisenstein és nul-la.
Tot i aix0, el criteri d’Eisentein és molt important per la teoria de nombres, ja que ens permet
demostrar que certs tipus de polinomis ciclotomics com 2P~ + -.- + 2 + 1 (amb p primer)
sén irreductibles. Observem que aquest polinomi no és Eisenstein directament, pero es pot
transformar en un polinomi que si que ho és.

Lema 2.10.1 (Extensié de morfismes a l’anell de polinomis). Sigui f : A — B un morfisme
entre dos anells qualssevol. Aleshores, 'aplicacio

f: Alz] — Blx]

Zaixi — Z f(a;)z

és un morfisme d’anells.

Demostracio. Exercici. O

Proposicié 2.10.3 (Criteri de reduccio). Siguin A, B anells qualssevol, amb A factorial. Sigui
¢ : A — B un morfisme d’anells, i sigui ¢ la seva extensio als anells de polinomis. Sigui

f(z) € Alx] tal que

deg ¢(f) = deg f
<Z~5( f) és irreductible

Aleshores, f(x) és irreductible.

Demostracid. Suposem que f(z) = a(z)b(z) en A[z]. Donat que ¢ és un morfisme,
- deg d(a(x)) = 0
o(f(x)) = ¢la(x))d(b(x)) = 0
deg ¢(b(z)) = 0
Observem que ¢~) només pot reduir el grau o mantenir-lo constant, perd mai augmentar-lo. Ales-
hores, donat que deg ¢(f(z)) = deg f(z) = dega(x) + degb(x), tenim que

{deg d(a(x)) = deg a(x)
deg ¢(b(x)) = degb(x)
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Juntant-ho amb el resultat anterior, aix0 implica que dega(z) = 0 o degb(z) = 0.

Per tant, f és irreductible. O

Exemple 2.10.4. Vegem un exemple d’aplicacié per comprovar la utilitat d’aquest criteri.
Considerem el polinomi f(r) = 23 + 6z + 22° € Z[z]. Per comprovar si és irreductible amb
Ruffini, hauriem d’iterar per tots els divisors de 22. En lloc d’aix0, observem que I'extensié als
anells de polinomis de la projeccié 7 : Z — Z/5Z compleix que

Afy=ad+z+1
que és de grau 3 i irreductible. Aleshores, f és irreductible.
Exemple 2.10.5. Considerem f(z) = x° + 2z + 6 € Z[z], FALTA

Exemple 2.10.6. Sigui f(z) = 2° + 2 + 1. Observem que f(z) mod p sempre té un factor de
grau 2. Aixo ens fa sospitar que f(x) no és irreductible i, efectivament,

flz)=(2* + 2+ 1)(2® — 2% + 1)

Observem, pero, que aix0 no sempre es dona, ja que existeixen polinomis irreductibles tals que
sempre tenen un factor a (Z/pZ)[x] d’'una mida donada.



Cossos

3.1 Motivacid

(Falta organitzar una mica aquest apartat)

Comengarem amb un exemple que ens demostra la utilitat dels cossos. Siguin

A=\/5+1/224+5
B—\/11+2\/E+\/16—2\/E+2\/55—10@

Per estrany que sembli, tenim que A = B. Com es pot demostrar aquesta igualtat? Observem
que A és arrel del polinomi

(A*=5)?—22)>-5=0
Una manera de veure que A = B, seria demostrar que B també és arrel del polinomi, i després
demostrar numericament que, per una certa precisié, A = B.
En aquest capitol, aprendrem a resoldre problemes d’aquest tipus.

Una altra cosa que ens pot interessar és, donada un « € R, construir un polinomi a Z[z] que
tingui o com a arrel. Per exemple, podem voler construir un polinomi que tingui com a arrel
5+ V7 + /9. També aprendrem a fer aixd en aquest capitol.

En el capitol anterior, hem vist que
QIV2] = {a+bV2+cV4i:abceR}

és un cos, ja que és isomorf al quocient de Q[z] per (2% — 2), que és un polinomi irreductible (en
particular, 2-Eisenstein), de manera que (23 — 2) és un anell maximal.

26
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Al mateix temps, podriem agafar un altre cos isomorf a Q[z]/(z® —2), el cos Q[e?™/3+/2]. Tenim
que aquest cos no esta contingut als reals, a diferéncia de Q[v/2], perd el que no es tan facil de
veure és que Q[{/2] no esti contingut a Q[e?™/3+/2], cosa que també aprendrem a fer en aquest
capitol.

Considerem ¢ = *™/7  arrel de f(x) = 2425+ .- +2+1. Observem que, a diferéencia de 23 —2,
tenim que Q[¢] conté tota la resta d’arrels de f(x) (¢?,...,¢%). Com veurem més endavant, aixd
es deu a que aquests dos cossos tenen certes propietats diferents.

Observem que aquests cossos es poden veure com un Q-espai vectorial, on Q[v/2] = (1, v/2, V/4)
i Q[¢] = (1,¢,...,¢%). Ens podriem preguntar si R és també un Q-espai vectorial d'una certa
dimensié, o si Q[r] = Q(), preguntes que respondrem al llarg del capitol.

Sigui K = Q(S,T) el conjunt de fraccions polinomiques de Q amb dues variables. Ens podem
preguntar si K és algebraicament tancat, o si hi ha algun cos tancat que contingui K. En aquest
capitol introduirem el concepte de clausura algebraica que resoldra aquesta qiiestio.

També estudiarem els cossos finits, que tenen moltes aplicacions practiques a la vida real, com
per exemple en el camp de la criptografia.

3.2 Nocions basiques

Definicié 3.2.1 (Extensié de cossos). Direm que el cos F és una extensioé del cos K si K C F,
és a dir, si K és un subcos de F' (és a dir, un subanell que és cos). Ho denotarem per F/K.

En aquesta situacié tenim una aplicacié natural

KxF—F
A o= A

Aquesta aplicaci6 ens permet veure F' com un K-espai vectorial (on aquesta aplicacié representa
el producte per escalars).

Definicié 3.2.2 (Extensi6 finita, grau de 'extensié). Direm que F/K és una extensio finita si
dimg F' < 400 (entenent F' com un K-espai vectorial).

En aquest cas, anomenem grau de [’ertensic a aquesta dimensié. Denotarem el grau com
[F: K] :=dimg F
Si dimy, F' = 400 direm que F' és una extensio infinita de K.
Exemple 3.2.1. Els complexos sén una extensié dels nombres reals: C/R. De fet,
C={a+bi:a,be R} =R(1,1)
Donat que 11 ¢ sén R-linealment independents, tenim que [C : R] = 2.

Exemple 3.2.2. Ja hem vist anteriorment que Q[v/2] = {a + bv/2 + cv/4 : a,b,c € Q} és un
cos. Es pot comprovar que 1, v/2 i /4 sén Q-linealment independents, de manera que formen
una base i tenim

Q[¥2) = QQ1, V2, V4) = [Q[¥2]: Q] =3
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Exemple 3.2.3. Un exemple d’extensié infinita d’un cos és Q(z1, z9,...,), el conjunt de frac-
cions polinomiques en infinites variables. Observem que Q(x1, z2,...,)/Q, i que no hi pot haver
cap base finita de I'extensi6 (ja que una base finita involucraria com a molt una quantitat finita
de variables, i no podria cobrir tot el cos). Per tant, 'extensi6 és infinita.

Exemple 3.2.4. Observem que R/Q també és una extensié infinita, pero en aquest cas és més
complicat de demostrar. També seria infinita Q(z)/Q. Deixem com a exercici comprovar que
aixi és.

Proposicié 3.2.1. Siguin F/K i H/F extensions de cossos. Aleshores H/K també és una

extensio de cossos, i tenim que
H/K finita <= H/F, F/K finites

En aquest cas, tenim a més que els graus es multipliquen:

[H:K|=[H:F|[F: K]

Demostracié. Suposem que H/K és finita. Aleshores, podem pensar F' C H com un sub-K-espai
vectorial de H. Aleshores, dimg F' < dimyx H < co = F/K és finita.

Per veure que H/F és finita, agafem wy,...,w, una K-base de H. Aleshores,
H = K(wi,...,wy) er Flwy,...,wnp)
Observem que pot passar que els w; ja no siguin F-linealment independents, pero en tot cas

tindrem que dimp H < n < oo.

Anem ara a demostrar la implicacié contraria. Suposem quer = [F: K| < ccis = [H : F] < c0.
Sigui a4, ...,a, una K-base de F, i sigui fi,...,8s una F-base de H. N’hi ha prou amb veure
que {a;0;}i; és una K-base de H (ja que aleshores [H : K] =rs < 00).

Suposem que {a;f;};; fossin K-linealment dependents. Aleshores, tindriem una expressié de
I’estil

Z Aijaify =0

i,J

Agrupem les 3;:

; (Z Am%) B;=0

7
—_——
er

Donat que {3;}; sén F-linearment independents, tenim que tots els coeficients han de ser zero.
Aleshores, per qualsevol j, tenim que
Z /\@jai =0
i

i donat que {o;}; sén K-linearment independents, \; ; = 0 per qualsevol 7 i j.

Ens faltaria veure que {a;03;};; també sén un conjunt K-generador de H (Exercici). O

Observacid. Observem que la férmula [H : K] = [H : F|[F : K| també val quan la extensié és
infinita.
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3.3 Elements algebraics

Sigui L/K una extensié de cossos.
Definicié 3.3.1 (Algebraic). Direm que a € L és algebraic sobre K (ho denotarem com «
algebraic/K) si a és arrel d’un polinomi amb coeficients a K.

En cas contrari, direm que « és transcendent sobre K.

Denotarem per K el conjunt d’elements algebraics/K. Observem perd que encara no sabem si
tots els cossos tenen extensions, ni quina relacié hi ha entre les extensions d’un cos, de manera
que, de moment, aquesta definicié no té gaire sentit.

Exemple 3.3.1.
1. V2 € R és algebraic/Q, ja que agafant f(z) = 2% — 2, f(v/2) = 0.

2. 7 és algebraic/R (agafant per exemple f(z) = x — ), pero és transcendent/Q (tot i que
no és gens facil de provar).

Definicié 3.3.2 (Polinomi irreductible). Si @ € F és un element algebraic/K, anomenem
polinomi irreductible de a/ K (que denotarem com Irr(a, K, z)) al polinomi monic de K[x] de
menor grau que té a com a arrel.

Observacid. Per definicid, el polinomi irreductible de o/ K és irreductible, ja que si fos el producte
de dos de menor grau, un d’ells tindria « com a arrel.

Observem també que el polinomi irreductible de a/ K és tinic, ja que siguin f, g € K[z] polinomis
irreductibles de o/ K, f i g tenen el mateix grau i sén monics, de manera que f— g és un polinomi
de grau menor que té o com a artel —= f—-¢g=0 = f=g.

A continuacié veurem que podem caracteritzar el polinomi irreductible de a/K d’una altra
manera. Considerem ’aplicacid

Yo K[x] — F
p(z) = p(a)

que es pot comprovar que és un morfisme d’anells.

Observem que tenim la cadena d’implicacions

« algebraic/ K <= ¢, no injectiu <= kergp, # (0) <= kerp, = (p(z))
K[z] principal

Aleshores, pel teorema d’isomorfisme, K[z]/(p(x)) ~ Im ¢, C K. Tot subanell d'un cos és un
anell integre, i la propietat de ser anell integre es conserva per isomorfisme, de manera que
K[z]/(p(z)) és un anell integre i aleshores p(z) és primer. Per tant, p(z) és irreductible, i és

el polinomi irreductible de /K que buscavem (llevat del producte per una unitat per tal que
sigui monic).

Exemple 3.3.2. El polinomi irreductible depen de ’extensié que prenem. Per exemple, Irr(\/§, Q,z) =
2?2 — 2, perd Irr(vV2,R, z) = = — /2.
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Definicié 3.3.3 (Cos generat). Sigui @ € L, on L/K és una extensié de cossos. Aleshores,
definim el cos generat per a/K com el menor cos que conté o i K. Es pot escriure aquest cos
explicitament com

K(@) = {4 g & Klol, a(o) 0
Proposicié 3.3.1. Si a és algebraic/ K, aleshores

K(a) ~ K[z)/(nr(a, K, 2)
En cas contrari, si « és transcendent/ K, aleshores K(«) ~ K(x).

Demostracio. Exercici. O

A continuacid, veurem una caracteritzacié alternativa dels nombres algebraics:

Proposicié 3.3.2. Sigui o € L/K. Aleshores,
a algebraic/ K <— K(a) = K[a] <= K(a)/K és finita

Demostracio.

1 = 2: N’hi ha prou amb veure que, donat ¢(z) € K|x] tal que g(«) # 0, aleshores 1/q(«) €
Kla].

Sigui f(x) = Irr(a, K,z) el polinomi irreductible de a/K. Donat que g(a) # 0, tenim que
f1q = gcd(f,q) =1 (ja que f és irreductible).

Aleshores, tenim una identitat de Bézout, de manera que I\, u € K][x] tals que A(z)f(z) +
u(x)g(z) = 1.

Avaluant a «, ens queda que

1 1
pla)g(a) =1 = pla) = @ = @ € Klz]

2 = 3: Per hipotesi, tenim que 1/a € K[a]. Aleshores,

per uns certs n i a;. Multiplicant per «, ens queda que

n—1 1 n—1

1= E a0t = "= — E a;ob —1
: an °
1=0 i=0

n—1>

Per induccié, tenim que o € K(1,...,«a per qualsevol k, de manera que [K(«): K] <n <

Q.
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3 = 1: Per hipotesi, [K(a) : K] = n < oo. Aleshores, 1,a,a?,...,a" han de ser linealment
dependents (ja que s6n un conjunt de n + 1 elements), de manera que Jay, ..., a, € K tals que

ag+aia+ - +aa” =0
és a dir, que « és arrel del polinomi ag + a1z + - - - + a,a” € KJz]. O
Lema 3.3.1. Siguin L/M/K extensions de cossos. Aleshores,
a € L és algebraic/ K = « algebraic/M

Proposicié 3.3.3. Sigui L/K una extensid de cossos. Siguin « i 3 algebraics/K. Aleshores,

1. a £ 3 és algebraic/K.
2. af és algebraic/K.

3. a/B és algebraic/K si  # 0.

Demostracié. Per hipotesi, a és algebraic/K, i  és algebraic/K(«) (pel lema anterior), de
manera que

[K(a, B) : K] = [K()(B) : K(a)][K(a): K] <00
Observem que K C K(a+ ) C K(a, ). Aleshores, donat que K(«, 5)/K és finita, tenim que
K(a+ p)/K és finita = o+ f és algebraic/K.

La resta de casos es fan de manera analoga. O

Observacio. La demostracié anterior no es constructiva, i no ens dona cap pista sobre quin pot
ser el polinomi que tingui com a arrel o+ f.

A la practica tenim dues opcions per trobar-ho. L’opcié “algebraica” seria fer servir la resultant
b
que és una generalitzacié del discriminant d’un polinomi.

L’opcié “numerica” seria calcular una aproximacié numerica del polinomi. En aquest metode,
calculariem les primeres 20 o 30 potencies de 'arrel i buscariem una Z-combinacié lineal d’a-
questes potencies (amb ’algorisme LLL).

Si les aproximacions sén prou bones, podrem adaptar la combinacié lineal de les poteéncies
aproximades a una combinacié lineal de les poténcies exactes, obtenint un polinomi que té
I’arrel que voliem.

El metode numeric és més eficient en general, pero no tenim garantit que sempre arribi a un
resultat, ja que podem trobar nombres algebraics diferents arbitrariament propers.

3.4 Representaciéo matricial de nombres algebraics

Sigui L/K una extensi6 finita. Com hem vist abans, aleshores tot a € L és algebraic sobre K.
Fixem una K-base wi,...,w, de L.
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Donat un « € L, considrem ’aplicacié

Me : L — L
x = mo(z) = ax

Observem que m,, és una aplicacié K-lineal del K-espai vectorial L en ell mateix. Per tant, la
podem descriure com una matriu (respecte la base fixada).

My = (aij)ij,  on ma(wi) = Y ajw
j

Exemple 3.4.1. Prenem K = Q, L = Q[v/2]. Agafem la base w; = 11 wy = v/2. Aleshores, la

representacié matricial de o = /2 seria

0 2
M, =

Si agafem o = 3 4 21/2, aleshores la seva representacié matricial seria

3 4
M, =
2 3
Es interessant veure que

M e Y e Y L RS VAP,
2v2 T\ 3] 77 g g 1 o) T V2

El polinomi caracteristic de M, és ? — 6x + 1, que també és el polinomi minim (ja que és
irreductible).

Observem que 3 + 2v/2 és una de les arrels d’aquets polinomi. Aixod no és casualitat, el calcul
del polinomi minim de la representacié matricial d'un « algebraic/K ens dona el polinomi
irreductible de /K.

A més, pel teorema de Cayley-Hamilton la matriu és una arrel del polinomi minim, de manera
que podrem “identificar” el nombre algebraic amb la seva representacié matricial.

A continuacié formalitzarem algunes d’aquestes idees.
Proposicié 3.4.1. L’aplicacio

L — M, (K)
a— M,

és un morfisme injectiu d’anells (que pot dependre de la base de L triada).

En particular, si a # 0, aleshores M, € Gl,(K) (el grup lineal amb coeficients a K, és a dir,
el congunt de matrius invertibles).

A més, a,f € L = M,Mg = MgM,.
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Demostracié. Exercici. ]
Corol-lari 3.4.1. Si a =) \w;, aleshores
Mo =) AiM,,

Proposicié 3.4.2. El polinomi Irr(a, K, x) coincideiz amb el polinomi minim de M,,.

En particular, els valors propis de M, son les arrels de Irr(a, K, x).

Demostracio. Per la proposicié anterior, el morfisme o — M, és injectiu, de manera que
p(My) =0 <= p(a) = 0 per qualsevol polinomi p(z) € K|z]. O

Observacio. Observem que la representacié matricial ens permet racionalitzar fraccions amb
. . . . . 3
radicals. Com a exercici, es pot racionalitzar 1/(+/5 + 2).

3.5 Teorema de ’element primitiu

Exemple 3.5.1. Suposem que agafem lextensié K/Q on K = Q(v/2,v/3). Ens agradaria
expressar aquest cos com Q(a), ja que aleshores tenim una base molt facil Q(1, a,...,a" 1), on
n = degIrr(a, Q). En aquest cas, podem prendre o = V2 + /3. Anem a provar-ho.

Observem que [Q(v/2) : Q] = 21 [Q(v3) : Q] = 2, ja que 22 — 2 i 22 — 3 sén irreductibles/Q.
Observem a més que [Q(v/2,v/3) : Q(v/3)] pot ser 1 0 2 (depenent de si sén el mateix cos o no).
Si aquest grau fos 1, tindrfem que v/2 € Q(\/g), de manera que podriem escriure v/2 = X+ /3,
on A, p € Q. Aleshores,

2=\ 4+ 3u + 22uV3
Fent servir de nou que (1,+/3) és una Q-base de Q(v/3), tindriem que
2 = \2 4 3u?
2uA =10
Tant u = 0 com A = 0 porten a contradiccié, de manera que [Q(v/3,v/2) : Q(v/3)] = 2, i per
tant [Q(v2,v3): Q] =2-2 = 4.

Recordem que el nostre objectiu era veure que Q(v/2,v/3) = Q(a) amb a = v/2++/3. Observem
que o =5 + 2v/6, de manera que

(@®=5)2=26 = a*—10a*+1=0

Es pot veure que aquest polinomi és irreductible sobre Q, de manera que [Q(«) : Q] = 4. Per
ultim, donat que

QCcQ(V2+v3) cQ(V2,V3)
tenim que [Q(v/2 + v/3) : Q(v/2,V3)] = 1, i que sén el mateix cos.
Per tant, una Q-base de Q(v/2,v/3) sera Q(1,a, a?,a?), amb o = /2 + /3.

Exercici. Escriviu v/2 1 v/3 en la base anterior i doneu les seves representacions matricials amb
els corresponents polinomis caracteristics i minims.
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Aquest exemple ens ha servit per veure la utilitat de representar una extensié com l'extensié
generada per un unic element (monogena). El segiient teorema ens dona unes certes condicions
sota les quals podrem garantir que I’extensié és monogena.

Proposicié 3.5.1 (Tma de l'element primitiu). Sigui K un cos amb charK = 0, i sigui L/ K
una extensid finita. Aleshores, existeix un element v € L tal que L = K (7).

Demostracié. En primer lloc, veurem que si ’extensid és finita, podem generar-la amb un nombre
d’elements finit (és a dir, L = K(ay,...,ay) per uns certs aq,...,a, € L).

Per veure-ho, comencem triant un ay € L/K qualsevol. Aleshores,

[L: K]

KCK()CL = [LiK(al)]zm

<[L: K]

Per tant, el grau de I'extensio decreixera estrictament, i podrem iterar el procés i acabar en un
nombre de passos finit.

A continuacié veurem que v € K(ay,...,qa,) tal que K(v) = K(aq,...,a,). Per induccid,
només ens fa falta demostrar-ho per n = 2.

Suposem doncs que L = K(«, 3) i busquem ~ tal que K(y) = K(a, ). Suposem que tenim un
~v de la forma v = a + ¢, amb ¢ € K. Aleshores,

K CK(y) c K(o, )

Per tant, en tenim prou amb veure que 8 € K(v) perque llavors a = v — ¢f8 € K(v). Aixo no
passara per tots els ¢, pero en tenim prou amb trobar-ne un de sol.

Siguin f(z) = Irr(o, K, x) € K[z] 1 g(z) = Irr(8, K(7),x) € K(y)[z]. Sigui h(z) = f(y —cx) €
K(y)ls)

Suposem que 3 ¢ K|[x]. Aleshores, degg(xz) > 1. Per tant, g(z) té una altra arrel 3’ # 3. Per
altra banda,

h(B) = fly —cB) = fla) =0 = g(z) | h(x)

ja que el polinomi irreductible de § divideix tot altre polinomi que tingui § com a arrel.

Aleshores, h(3) = 0, de manera que o/ := v —cf8' = a+c¢f—cfB # « és una altra arrel de f(x).
Per tant, si § ¢ K(), ¢ haura de tenir la forma

_d—a
R

Hi ha un nombre finit de ¢’s d’aquesta forma (ja que hi ha un nombre finit d’arrels de f i de g).
Donat que charK = 0, tenim que Q C K i per tant K té infinits elements. Aleshores, segur que
existeix un ¢ que no satisfa la condicié anterior, de manera que 8 € K(v). O

C

Observacid. A la demostracié anterior, hem donat per suposat que si g(z) = Irr(8, K(v),x)
tenia grau > 1, aleshores tenia una arrel 8’ # £.

Aqui hi poden haver dos problemes: no sabem a quin espai es troba 8’ ni si 33’ # §.
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A la propera clase veurem que tot cos té un cos més gran que conté totes les arrels dels seus
polinomis. Per veure que 3’ # 8, podem utilitzar que si charK = 0, tot polinomi irreductible/K
és separable (té totes les arrels diferents).

La demostracié es faria veient que si « és una arrel doble de f(x) € K|[z] irreductible, aleshores

h(z) := ged(f(x), f'(z)) té grau > 1

Donat que f és irreductible, i h(z) | f(z), la dnica opcié és que h(z) = f(z) = f(z) |
f(x) = f'(z) =0 (ja que deg f'(z) < deg f(x) i char K = 0). Aleshores f(x) hauria de ser
un polinomi constant, arribant a una contradiccié.

Observacid. El teorema de I'element primitiu és valid a qualsevol extensié finita i separable (tot
polinomi irreductible té tinicament arrels simples). La demostracié seria més complicada i no la
veurem en aquest curs.

Aixo inclou en particular les extensions dels cossos finits.

Exemple 3.5.2. Sigui F un cos de char F = p > 0. Sigui f(z) = 2" — T?" € KJz], on
K = F(T). Aleshores,

f/(x) — pnxp’ﬂfl — O
Pero només té una tunica arrel de multiplicitat p™:
o TP =0 = (a-T)" =0 <= a=T

((S’ha de revisar))

3.6 Cos de descomposicio

Suposem que agafem el polinomi f(z) = 2° + 3z* + 2z +7. Si considerem f(z) € Q[z], aleshores
les seves arrels son a C, pero si f(z) € Z/17Z[x], on viuen les seves arrels (si és que existeixen)?

Proposicié 3.6.1. Sigui K un cos qualsevol, i p(x) € K[x] irreductible. Aleshores existeix una
extensié L/ K finita en la que p(x) té una arrel.

Demostracid. Si deg p(z) = 1, aleshores podem prendre L = K, ja que p(x) té una arrel a K.

En general, considerem L := KJ[z]/(p(x)). Aix0 és un cos, ja que K[x] euclidia — K|x]
principal, i tot polinomi irreductible en un anell principal és maximal, de manera que K [z]/(p(z))
és un cos.

Aleshores, tenim un morfisme d’anells

que podem concatenar amb la inclusio:

K —Kx] 5 L
ar—a—a
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Aquesta aplicacié ¢ : K — L és injectiva (ja que p(z) no pot dividir una constant), de manera
que podem identificar K amb un subcos de L i, per tant, podem veure L com a extensié de K.
Donat que p(z) € K|[z|, aleshores podem pensar que p(z) € L[x].

Volem veure que p(z) té una arrel a L. Sigui @ = 7(z) = x mod p(x). Aleshores,

pla) = Zaiai = Z am(z) =7 (Z aimi> =7(p(x)) =0
i=0

1=0 =0

Aleshores, « és una arrel de p(z) a L. Per acabar, veiem que L/K és finita, ja que qualsevol
classe de L = K|[z]/(p(z)) admet un representant de grau menor que degp(z), de manera que
podem agafar la base L = K(1,7,22%,..., 7" 1). O

((FALTA: explicacio de la identificacio de K amb un subcos de L — veure video 23/10))

Proposicié 3.6.2 (Teorema de Kronecker). Sigui K un cos, i p(x) € K[z] (no necessariament
irreductible). Aleshores existeir una extensid finita L/K en la qual p(x) descompon en factors
lineals (és a dir, té totes les arrels a L).

Demostracié. Utilitzem la proposicié anterior fent induccié sobre el grau de p(x). O

Definicié 3.6.1 (Cos de descomposicié). Un cos de descomposici6é de f(z) € K[z] és un cos
L/K en el qual f descompon en producte de factors lineals i que sigui minimal amb aquesta
propietat (és a dir, que si M/K és una extensié tal que f(z) descompon linearment /M, aleshores
existeix una immersié L — M).

Observacio. La propia definicié ens garanteix que el cos de descomposicié és tinic llevat d’iso-
morfismes, ja que

LIl L = L~1I

Comentari. Utilitzarem Ky per denotar un cos de descomposicié de f/K, que sera tnic llevat
d’isomorfismes.

Observacio. El cos de descomposicié Ky depen tant de f com de K. Per exemple, sigui f(x) =
z% — 3, aleshores Q; = Q(v/3) perd Ry = R.

Definicié 3.6.2 (Composicié de dos cossos). Siguin K € M i L C M cossos. Aleshores
definirem la composicid de K amb L (K L) com el menor subcos de M que conté K i L.

Proposicié 3.6.3. Per qualssevol f(x),g(x) € K|x], si existeiven K¢, Kq i Kyg, llavors
1. Ky C Kyq4
2. Ky = KK,

Demostracio. 1. f descompon en factors lineals a Kt,, de manera que existeix una immersié
Ky — Kyg, i per definici6 de cos de descomposicié, Ky C Ky,.
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2. Tenim que Ky C Kyy i K; C Ky4, de manera que KK, C Ky,. A més, fg descompon
en factors lineals a KK, de manera que Ky, C K7K,.

O]

Proposicié 3.6.4. Sigui f(x) € K[x] irreductible. Sigui L/K una extensid qualsevol on f(z)
descompon linealment:

f@)y=alx—a1)...(x — ), ambo; €L
Aleshores K (o, ...,a) €s un cos de descomposicid de f.

Demostracié. Ho farem per induccié sobre el grau de f(z). Si n = 1, tenim una sola arrel que
esta a K, de manera que K(a;) = K.

Sin > 1, f descompon linealment a K(aq,...,q,). Sigui M/K una altra extensié on f des-
compon linealment.

f@)=a(x—p1)...(x —By), amb ;€ M
Definim I’aplicacié

f(:K(al)<—>M
a; = B

S ool o s

Si as,...,a, € K, aleshores ja estem. Si una certa ; ¢ K (sense perdua de generalitat podem
suposar que oy ¢ K), sigui f= Irr(ag, f() Aquest polinomi compleix que deg f < deg f. Per
tant, per hipotesi d’induccié, K (g, ..., ) és cos de descomposici6 de f , de manera que existeix
una immersio

K(at,...,an)
que era el que ens faltava per demostrar. ]

Corol-lari 3.6.1. Tot polinomi f € K|[z]| té un cos de descomposicid.

Exemple 3.6.1. Sigui K = Q, f(z) = 2°—2. Sigui v/2 la tinica arrel real de f. Sigui w = *>7%/3.
Aleshores, Qf = Q(V2,wv2,w?V2) = Q(V2,w).

3.7 Normalitat. Clausura algebraica

Definicié 3.7.1 (Extensi6é normal). Direm que una extensié L/K és normal si L és el cos de
descomposicié d'un cert f(z) € K|[z].

Exemple 3.7.1.
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e L’extensié trivial K/K és normal, ja que K, = K.
e Siguin K = Q1i f(z) = (2% — 2)(2? — 3). Aleshores Q; = Q(v/2,V/3) és normal.

e Siguin K = Q, f(z) = 2% —2iw = *™/3. Aleshores, L = Q(¥/2,wv/2,w?¥/2) = Q(V/2,w)
és normal/Q, perque L = Qy.

Ens podriem preguntar si una extensié donada com Q(+/2)/Q és normal. Sabem que Q(%/2) no
és el cos de descomposicié de 3 — 2 (ja que hi ha arrels del polinomi que no hi pertanyen), pero
com podem saber si existeix un altre polinomi tal que Q(3/2) és el seu cos de descomposicié?

Podem veure que Q(+¥/2)/Q no és una extensié normal utilitzant la segiient proposicié.

Proposicié 3.7.1. Sigui L/K una extensid normal, i sigui f(z) € K|z| irreductible. Aleshores,
st f(x) té una arrel en L, les hi té totes.

Demostracié. L/K és normal, de manera que L = K, per un cert ¢(z) € K[z]. Sigui o una
arrel de f en L, i 8 € Ly una altra arrel de f, amb a # 3. Volem veure que 3 € L.

Observem que L(B) = K(f), (ja que és I'extensié minimal de K (/) en la qual ¢ descompon
linealment. De la mateixa manera, L(a) = K ().

Per altra banda, tenim que K («) ~ K[x]/(f(z)) ~ K(B). Per la unicitat (llevat d’isomorfisme)
del cos de descomposicié, tenim que L(a) = K(a), ~ K(8), = L(3).

(
Donat que o € L, L(a) = L. Per tant, [L(5) : K| = [L(a) : K] = [L : K], de manera que
[L(B):L|=1 = L(B)=L = p <L O

Observacio. De fet, la propietat anterior caracteritza les extensions normals:

Proposicié 3.7.2. L/K és una extensid normal <= YV f € K[z] irreductible, f té una arrel
en L sii les hi té totes.

Demostracié. No demostrarem la implicacié cap a l’esquerra en general pero, per L/ K separable,
podem aplicar el teorema de I’element primitiu i tenim que L = K («) per un cert «, i aleshores
L = Ky amb f = Irr(a, K). O

Definicié 3.7.2 (Clausura algebraica). Sigui K un cos qualsevol. Una clasura algebraica de
K és una extensié6 K /K en la qual tot polinomi descompon linearment, i que és minimal entre
totes les extensions que compleixen aquesta propietat.

Observacid. Si o és algebraic/K, aleshores o € K (de fet, en realitat K (a) < K). Es per aixod
que s’anomena clausura algebraica, perque “conté” tots els elements algebraics sobre K.

Proposicié 3.7.3 (Teorema). Tot cos té una clausura algebraica, que a més és unica llevat
d’isomorfisme.

Definicié 3.7.3 (Algebraicament tancat). Diem que un cos és algebraicament tancat si K = K.
Exemple 3.7.2. K = C és algebraicament tancat (teorema fonamental de I’algebra).

Proposicié 3.7.4. Q és numerable (i per tant, en particular, Q # C).
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Demostracid. Per unn € N fixat, el conjunt de polinomis de Q[z] de grau n (Qy[z]) és numerable.
Observem que Q[z] = U,y Qnlz], que és unié numerable de conjunts numerables, i per tant és
numerable.

Donat un f € Q[z], f té un nombre d’arrels finit. Per tant, Q és una unié numerable de conjunts
finits, i és numerable. ]

Corol-lari 3.7.1. Hi ha una infinitat no numerable de nombres transcendents sobre Q.

3.8 Cossos finits

Definicié 3.8.1 (Cos finit de p elements). Sigui p € N primer. Definirem el cos finit de p
elements com

F, :=Z/pZ

Observacid. Parlarem de “el” cos finit de p elements i no “un” cos finit de p elements perque
després veurem que tot altre cos finit de p elements sera isomorf a [F,,.

Exemple 3.8.1. Sigui f(z) = 22+1 € F3[x]. Observem que f(x) és irreductible a F3[z], perque
és de grau 2 i no té arrels (com que el cos és finit, per veure si té arrels podem provar per forga
bruta cada un dels elements del cos).

Tenim que F3[x] és un anell principal (ja que és euclidia). Aleshores f(z) irreductible = (f(x))
primer = (f(x)) maximal. Per tant, F' = F3[x]/(f(x)) és un cos. Sigui o = Z. Aleshores F
també sera un cos finit, i el podem escriure com

F =TF3(a) ={0,1,2,0,a+ 1, + 2,20,2a + 1,2 + 2} = {a + ba : a,b € Fs[z]}

El cardinal d’aquest cos serda #F = 32 =9, ja que cada un dels dos coeficients del polinomi pot
ser qualsevol dels tres elements de F3[x].

Sigui F' un cos finit qualsevol, amb m = char F' (tenim que m # 0 perque F' és finit). Recordem
que podem definir un morfisme

75 F
a—a-lp

amb nucli kert = (m). Aleshores, tenim una inclusié Z/(m) <> F, de manera que Z/(m) és
integre i, per tant, m és primer.

Per tant, tot cos finit F' té caracteristic primer. A més, la inclusié anterior ens diu que si
char F' = p, I és extensié de [F,. En aquest cas, diem que [F), és el cos primer de F.

Donat que F és finit, [F' : Fp] < oco. Sigui wy,...,w, una Fy-base de F'. Aleshores, per definicié
de base,

F={ajw + - +anw, : a; € F,}
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Com que {w;} és una base, aquesta representacié és univoca, de manera que #F = p" = plFFpl
Es a dir, tot cos finit té com a cardinal una poténcia d’un nombre primer.

El mateix raonament ens permet dir que si H/F és una extensi6 finita de F', aleshores H és finit
i

on p" = #F. En particular, tenim que #F | #H.

Reciprocament, es pot demostrar facilment que si £ és finit i té cardinal p”, tenim que char F' = p
ilF, C F.

Proposicié 3.8.1. Sigui F' un cos finit qualsevol, amb cardinal #F = q = p". Sigui f(z) € F[x]
irreductible de grau n. Aleshores,

H = Flz]/(f(z)) és finit i #H = ¢" =p™

Demostracid. Aquesta proposicié es correspon a l’exemple que hem comentat abans. Sigui
a =7 € H. Tenim que H = {ag + a1a + --- + ap_10™ ' : a; € F}. Aleshores #H = ¢" i
[H : F] = n (podem agafar la base {1,qa,...,a" " 1}). O

Exemple 3.8.2. Sigui g(z) = 22 +x—1 € F3[x] que és irreductible (ho podem veure comprovant
que els 3 elements de F3 no sén arrels). Sigui G = Fs[z]/(g(z)) = F3(8), amb 8 = Z. Observem
que #G =9, igual que F = F3[x]/(z? + 1), que és 'exemple que haviem vist abans.

Abans hem afirmat que els cossos finits de n elements sén unics llevat d’isomorfisme. En aquest
cas, un possible isomorfisme és

F:Fg(a) —)G:Fg(ﬂ)
a+ba—a+b(f—1)

Es pot comprovar que aquesta aplicacio esta ben definida i és un isomorfisme. Com a exercici,
es pot buscar un altre cos de 9 elements i trobar 'isomorfisme amb aquests dos.

Comentari. S’ha de vigilar de no confondre els cossos finits amb Z/nZ. Hem vist que per p
primer F), >~ Z /pZ, pero aquesta relacié no es compleix per n compost, ja que Z/nZ no és ni tan
sols un cos. Per tant, el cos G >~ Fg que ha aparegut a ’exemple no té res a veure amb ’anell
Z7)9Z.

Encara no hem definit un cos finit “canonic” de n elements, amb n no primer. Recordem primer
un resultat que ja s’ha vist a ’assignatura de Fonaments:

Proposicié 3.8.2 (Petit teorema de Fermat). Per qualssevol a,p € Z amb p primer, o’ = a
mod p. En el llenguatge de cossos finits, aizo s’expressa com a? = a per qualsevol a € Fy,.

Demostracié. Sia = 0, 0P = 0. Altrament, a € F, que és un grup multiplicatiu (s’ha vist a
I’assignatura de Fonaments). Aleshores, donat que #F, =p—1, tenim que P l=1 = a? =
a. (En el capitol de grups repassarem aixo i ho demostrarem des de zero.) ]
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Corol-lari 3.8.1. A F,[z],
—r=zx-1)(z—-2)...(z—(p—1))
és a dir, F,, és el cos de descomposicid (sobre ell mateiz) de p(zx) = 2P — .

Demostracio. Els dos polinomis sén polinomis monics del mateix grau i amb les mateixes arrels
(pel petit teorema de Fermat), de manera que son iguals. ]

Sigui F' finit amb #F = ¢ = p” i p primer. Aleshores, tenim també que F* és un grup
multiplicatiu de cardinal #F = ¢ — 1, de manera que a? = « per qualsevol o € F*.

Aleshores,

Com que tenen el mateix grau i sén monics, tenim novament que

pg(z) =" —z= [[ (@~

ackF,

Per tant, al final el que estem dient és que F' = {arrels de ¢,}. Per tant, F' és el cos de
descomposici6 de ¢, sobre IF),.

Proposicié 3.8.3 (Teorema). Per cada primer p € N i cada potencia q = p", existeiz un cos
finit de q elements, que és tunic llevat d’isomorfisme. El denotarem génericament com Fy.

Demostracid. Definim Fy := (Fp)za—y (cos de descomposicié de 2¢ — x sobre Fp). El polinomi
¢q(z) = 27 — x és separable, perque la seva derivada és ¢ (z) = qr?™! —1 = —1#0, de manera
que @4 no té arrels multiples. Aleshores, efectivament #IF, = ¢, tal i com voliem. La unicitat
la tenim perque hem vist abans que tot cos finit de g elements és un cos de descomposicié de
@q(x) sobre Iy, i el cos de descomposicié és unic llevat d’isomorfisme. ]

Proposicié 3.8.4. Fym C Fpn <= m | n
Demostracié. Suposem que Fpm C Fpn. Vam veure que #Fpn = (#F,m)". Per tant,
pt=p")" =p" = n=mr = m|n

Observem que, per veure que n = mr, estem utilitzant implicitament el teorema fonamental de
I’aritmetica, ja que utilitzem que dues descomposicions en primers d’un cert € Z han de tenir
els mateixos factors primers (llevat d’unitats) elevats als mateixos exponents.

Anem a veure la implicacié contraria. Suposem que m | n. Aleshores, sigui r = n/m,

r—1
pr-1=(p")" —1= (" -1) (mek>
k=0
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Sigui a € Fpm. Volem veure que a € [Fpn. N’hi ha prou amb veure que a?”" = «, ja que hem
caracteritzat Fj» com el cos de descomposicié de xP" —x. Si o = 0 és trivial. Altrament, tenim
que

r—1

O[pnfl _ (apmil)Zkzopmk
Teniem que o € Fym = o1 =1. Aleshores, o?" 1 =1 = o =a = a € Fy. O

Podem reinterpretar aquesta proposicié en termes dels polinomis 2% — x € F,[z]. La proposicié
anterior és equivalent a dir que, a [ [x],

"~z -z = m|n

Observem pero que, a Q[z], només seria certa la implicaci6 cap a l'esquerra.

Una tercera versio alternativa del teorema és

Proposicié 3.8.5 (Teorema). A F,[x],

=] [] r@

dn f(z)€Fp[]
monic irred
deg f=d

Demostracid. Sigui ¢ = p" i p4(z) = 27 — z. Sigui f(x) € Fp[z] un polinomi monic irreductible
de grau d | n. Aleshores, tenim que (Fy); = F,a C Fpn. Sigui @ € Fa una arrel de f. Donat
que o € Fpyn, (o) = 0.

Aleshores, x — a | f(z) i — a | p4(z), de manera que z — a | ged(f(z), pq(x)). Tant f(z)
com @g4(z) pertanyen a Fp[z], de manera que el seu ged també. A més, donat que z — o el
divideix a [Fy[z], tenim que el gcd no pot ser de grau zero. Per tant, com que haviem demanat
que f(z) fos irreductible a Fplz] i f(z) i pq(x) no sén coprimers, la tnica opcié possible és que

f(z) = ged(f(z), q(x)).

En particular, aixo implica que f(x) | ¢q4(z). Per tant,

A =T I f@lat-a

din f(x)€Fplx]
monic irred

deg f=d
i aleshores existeix un G(x) tal que ¢ —x = H(z)G(z). Si tinguéssim que deg G(z) > 1, hauria
de tenir algun factor irreductible g(z) amb degg(z) = s > 1, ja que Fp[z] és factorial.
Com x7 — x és separable, no té arrels multiples, de manera que g(z) no esta entre els factors de

H(z). Per altra banda, g(z) | ¢ —2 = (F,)qy CF; = s | n. Pero aleshores g(z) és un dels
factors de H(X), arribant a una contradiccié.

Per tant, G(z) ha de ser una unitat. Teniem que H(x)G(z) = 29— i que tant H(x) com 29 —x
sén monics, de manera que H(z) = 27 — x. O
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Exemple 3.8.3. A F3[z],
2 —r=a(—1)(z—-2)@*+1)(2*+z—1)(z* -z —1)

/

Ve Ve
irreductibles grau 1 irreductibles grau 2
Observem que només considerem els polinomis monics.

En particular, com el grau del polinomi és 9 i sabent que hi ha 3 polinomi monics irreductibles
de grau 1, obtenim directament que hi ha % = 3 polinomis monics irreductibles de grau 2

(sense haver de calcular-los explicitament!). Aixo es pot generalitzar per a un F, qualsevol.

Corol-lari 3.8.2. A F,[x] hi ha (p? — p)/2 polinomis monics irreductibles de grau 2 i (p* —p)/3
polinomis monics irreductibles de grau 3.

En general, es pot saber quants irreductibles hi ha de qualsevol grau. Com a exercici, trobeu
una férmula valida per a grau qualsevol. (Pista: involucra la funcié ¢ d’Euler).

Passem ara a estudiar l'estructura interna dels cossos finits.

Proposicié 3.8.6 (Teorema). El grup multiplicatiu d’un cos finit és ciclic. Es a dir, existeix
una ¢ € Fy d’ordre ¢ — 1 tal que F; = (¢) = {1,(,... , 172},

Demostracid. Sigui ¢ —1 = p{*...p%" on p; sén primers i a; > 0. Per a cada p;, triem y; € Fg
tal que ygq_l)/ Pi £ 1. Observem que sempre existeix un y; que ho compleixi, perque el polinomi
2(@=1/Pi _ 1 t¢ grau menor que z¢~! — 1, de manera que alguna de les arrels de ¢! — 1 no és
arrel de z(a=D/Pi — 1.

Prenem (; = ygq_l)/ Pi' Lordre de G és p;'. (Es pot comprovar com a exercici.) Aleshores,

prenem ¢ := (1...(-. Donat que els ordres de (; sén coprimers, es pot veure que ord({) =
[Jord(¢;) = ¢ — 1. (Es pot veure per induccié sobre r, perd no ho farem, ja que veurem aquest
tipus de qiiestions amb més detall al capitol de grups.)

Per tant, 1,(,¢2,...,¢972 sén tots diferents i Fy = (¢)- O

Corol-lari 3.8.3. Tot cos finit és una extensié simple del seu cos primer. Més concretament,
sigui ¢ = p" i sigui ¢ tal que F; = ((), aleshores Fy = Fp(C).

Demostracio. Sigui ¢ = p" i sigui ¢ tal que Fy = ((). Si n =1, el resultat és trivial. Altrament,
tenim que ord(¢) =q—1#p—1 = (¢ F).

Tota extensié d’un cos finit té com a grau una poteéncia de la caracteristica, de manera que
Fp(Q) : Fp] =r. Amés, r | n = r <n, jaque F,({) C F,. Aleshores, #F,(¢) =p" =
¢P"~! = 1. Per altra banda, ord(¢) = ¢—1, de manera que g—1 | p" —1 = ¢<p" = n <r.

Hem vist les dues desigualtats, de manera que n = r. Per tant, [F,(¢) : Fp] =r =n = [F, : Fp],
i donat que F),(¢) C Fy, tenim que F,,(¢) = F,. O

Corol-lari 3.8.4 (Teorema de I’element primitiu per a cossos finits). Tota extensid finita d’un
cos finit €s simple.

Demostracié. Sigui Fyn /Fgm una extensié de cossos finits. Prenem ( tal que Fy. = ((). Pel
corol-lari anterior, Fgn = Fp(¢) i, com que Fgn /Fym /Fp,, tenim que Fy(¢) = Fym(¢), de manera
que Fyn /Fym és simple. O
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3.9 Aplicacions dels cossos finits

A T’hora de transmetre informacié per mitjans digitals, s’incorporen tota una série de mesures
de seguretat que tenen dos objectius: assegurar la integritat de les dades (és a dir, detectar i
corregir les interferéncies que pugui rebre el missatge durant la seva transmissid) i protegir la
seva confidencialitat (mitjancant algoritmes de xifratge).

Antigament, els sistemes de xifratge es basaven en 'existencia d’una clau secreta que només
coneixien ’emissor i el receptor. Actualment, pero, aquest tipus de sistemes han estat substituits
per la criptografia de clau publica.

En la criptografia de clau ptublica, cada usuari té dues claus: una privada, que només coneixen
ells, i una publica, que comparteixen amb la resta. Les claus s’escullen de manera que un
missatge encriptat amb la clau piblica d’un usuari només es pot desxifrar amb la clau privada
del mateix usuari. Per tant, si A vol enviar un missatge a B, A xifrara el missatge amb la clau
publica de B, de manera que només el pot desxifrar B, que és I'inic que té la clau privada
corresponent.

Els sistemes de clau piiblica acostumen a ser més costosos. Per tant, per estalviar diners, sovint
es combinen els dos sistemes: els missatges s’encripten amb un sistema de clau secreta i aquesta
clau secreta es transmet entre emissor i receptor mitjancant un sistema de clau publica.

3.9.1 Intercanvi de claus de Diffie-Hellman

L’algorisme de Diffie-Hellman permet acordar una clau secreta entre dos usuaris sense que algi
que intercepti els seus missatges pugui averiguar quina és. L’algorisme és el segiient:

Algorisme de Diffie-Hellman:

1. Triem ¢ = p” gran (actualment s'utilitza ¢ ~ 21°%9) i triem un generador g de [y (és a dir,
un g € Fy tal que (g) = F}.

2. L’usuari A tria una a € {1,...,¢ — 1} a latzar, i calcula ugy = g°.
3. L'usuari B tria una b € {1,...,q — 1} a Patzar, i calcula up = g¢°.

4. Els usuaris A 1 B s’intercanvien u4 1 up.

5. La clau comuna sera k = g%, que A calcula com k = (up)® i B calcula com k = (u4)’.

Un espia que intercepti les comunicacions només té accés a g, ug = g% i ug = gb, 1 no es coneix
cap manera de calcular k = ¢ eficientment a partir d’aquests (suposant que el cos és prou gran
i no es poden provar totes les possibilitats a for¢a bruta). Aquest és el que es coneix com a
problema de Diffie-Hellman:

Problema de Diffie-Hellman: Donats g, g® i ¢°, calcula g (sense coneixer a i b).

No esta demostrat, pero es conjectura que no hi ha cap algorisme en temps polinomic per resoldre
aquest problema.
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3.9.2 Criptosistema d’Elgamal

Triem un cos finit F; amb cardinal ¢ gran, i g € F} tal que F; = (g). Identificarem cada missatge
natural amb un element de [, (lletra per lletra, o de maneres més sofisticades, pels proposits de
lalgorisme ens és igual).

En aquest context, el xifratge consistira en transformar el missatge original m € F; en el missatge
xifrat m € [Fj de manera que només es pugui recuperar m a partir de m si es coneix una certa
clau secreta.

Volem que el procés de xifratge i desxifratge sigui eficient. Per tant, volem que els calculs per
passar de m a m o viceversa siguin rapids i que la mida del missatge xifrat no sigui gaire més
gran que la del missatge original.

Cada usuari A; tria una clau secreta ks; € {1,...,q— 1} a I’atzar, i fa ptblic kp; = ¢**. Si algti
li vol enviar un missatge m a 'usuari A;, tria un k € {1,...,q — 1} a l'atzar i li envia el parell
m = (g*, g****m) de manera ptiblica. Observem que, com que la clau kp; = ¢** és priblica,
qualsevol usuari pot calcular g**i¥ = (kp;)*.

Per desxifrar el missatge, I'usuari A; calcula

que observem que pot calcular tot i no coneixer k.
En canvi, un espai no pot desxifrar el missatge, ja que no pot calcular el denominador sense
coneixer ks; o k. Per trobar-los, s’hauria de resoldre un logaritme discret:

k =log,(g") = log s; (9" ")

Per tant, la seguretat del criptosistema d’Elgamal es basa en la dificultat de calcular logaritmes
discrets computacionalment. Es per aixo que elegim ¢ gran, per tal de que trobar logaritmes a
IF, sigui intractable. De fet, es pot demostrar que es pot reduir el problema del logaritme discret
al problema de Diffie-Hellman.

3.9.3 Codis correctors d’errors

Quan transmitim dades, es poden produir interferencies que modifiquin el contingut del missatge.
Els codis correctors d’errors es basen en afegir informacié extra al missatge per tal de poder
detectar quan es produeix un error (i en alguns casos recuperar el missatge original).

Un exemple quotidia d’un protocol per detectar errors és la lletra del DNI, que es calcula prenent
modul 26, i que permet detectar si s’ha escrit algun digit malament (la majoria de les vegades).
A continuacié donarem un protocol per no només detectar errors siné per corregir-los.

Suposem que tenim un conjunt finit de missatges. Com a exemple, agafarem el conjunt de
paraules de 8 lletres, identificant cada lletra amb el seu codi ASCII. Hi ha 256 = 28 caracters
ASCII, de manera que tindrem un total de (2%)% = 264 missatges possibles. Per tant, podem
identificar cada paraula amb un element de Fosa.
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Aquesta identificacié no la farem de qualsevol manera. Prenem un n > 0 i a 'espai vectorial
(F2)™ triem un subespai V' de dimensié 64. Aleshores, #V = 264 Triant una base de V, tenim
un isomorfisme Foea ~ V.

Aleshores, trobant les equacions que descriuen V' com a subespai de (F2)", tindrem que els
missatges correctes seran aquells elements de (F2)™ que satisfacin aquestes equacions. Aixo ens
permet detectar errors (ja que la probabilitat de que una interferencia aleatoria modifiqui el
missatge sense fer que surti de V' és molt petita).

Exemple 3.9.1. A (Fy6:)? podriem prendre V = {(z,y,2) € (Foea)® : 2 = y = 2}. Es a dir,
codifiquem un missatge repetint-lo 3 cops. Aquesta codificacié és “bastant” segura, pero és molt
cara, ja que requereix enviar un missatge 3 vegades més llarg que 'original.

Habitualment, diem que la n és la longitud del codi, mentre que la k = dim V' diem que és la
dimensio del codi. Al quocient k/n 1’anomenem ratio del codi. En aquest exemple, el codi és

molt poc eficient, ja que k/n = 1/3 << 1 [fiolcSIelquealditialclasse( 7))

Per tal de poder corregir errors, necessitem definir d’alguna manera la distancia entre missatges.

Definici6 3.9.1 (Pes de Hamming). Definim el pes de Hamming d’un element v € Fyn com el
nombre de coordenades no nul-les de v:
w:Fp — N

v={(a,...,ap) = ww) =#{i:a; #0}

A partir del pes de Hamming, definim la distancia minimal en el codi V' com el minim pes de
Hamming d’un element de V:

Definicié 3.9.2 (Distancia minimal en V).
d(V) := min{w(v) : v € V\ {0}}

Per tant, si rebem un missatge r ¢ V, el substituim pel ¢ € V tal que w(r — ¢) sigui minima (és
a dir, el que tingui més bits en comi).

Es pot demostrar que si w(r —m) < d(V')/2, aleshores el ¢ que obtenim amb aquest procediment
coincideix amb m. Per tant, sempre que no hi hagi més de d(V")/2 bits erronis, podem recuperar
sense error el missatge original.

3.9.4 Esquemes per compartir secrets

Volem compartir un secret s € I, entre n persones de manera que calguin al menys ¢ persones
per reconstruir-lo.

Triem p >> n. Construim a l'atzar un polinomi H(z) € Fp[z] tal que degH(z) < t—11i
H(0) = s. Triem z1,...,z, € [, a I'atzar i calculem s; = H(z;). A cada usuari li enviem un
parell (x;,s;). Aleshores, per recuperar s s’ha de trobar H(x), interpolant-lo a partir dels H (z;)
coneguts.

Per tant, es necessita la col-laboracié de ¢ persones per reconstruir el secret. Un avantatge
d’aquest esquema respecte a altres com el criptosistema de Diffie-Hellman és que la seguretat
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d’aquest esquema no depen de la potencia de calcul. Per molt que un usuari tingui poteéncia de
calcul infinita, si només reuneix r < t persones, hi haura miltiples polinomis que passin pels r
punts, i no tindra cap manera d’esbrinar el secret.

3.10 Cossos ordenats

3.10.1 Definicié i propietats basiques

En aquesta seccid, construirem el cos dels nombres reals de manera axiomatica. El cos dels
nombres reals també es poden construir d’altres maneres, com amb els talls de Dedekind, pero
nosaltres ho farem d’aquesta manera perque és més general i es pot aplicar a altres cossos.

En primer lloc, necessitem definir un valor absolut. Una de les maneres de fer-ho és a partir

d’un ordre.

Definicié 3.10.1 (Anell ordenat). Un anell ordenat és un anell A amb una relacié d’ordre total
>’ compatible amb les operacions. Es a dir, tal que Vz,y, 2,y € A,

La>2dy>y = z+y>a'+v
22.2>0,y>0 = zy>0

Definicié 3.10.2 (Con positiu). El con positiu d’un anell ordenat A és el conjunt d’elements
de I'anell més grans que zero:

AT ={a€eA:a>0}

Observacio. Donar un ordre ">’ equival a donar el con positiu de l'anell, ja que x > y <=
+
r—yec Al

Per tant, és molt facil donar I’ordre d’un anell, ja que només hem de donar el conjunt d’elements
positius. Observem pero que no tot anell és ordenable:

Lema 3.10.1. Sigui A un anell ordenat. Aleshores,

1. A és un anell integre i char(A) = 0.

2. Per tot x € A\ {0}, 22 > 0. En particular, 1 =12 > 0.

Demostracié. En primer lloc veurem que A ha de ser integre. Siguin x iy € A\ {0}. Si
x> 01y > 0, aleshores zy > 0 = zy # 0. Similarment, si x > 01 y < 0, aleshores
z(—y) >0 = zy = —(z(-y)) <0 = xy # 0. Els altres dos casos es fan de manera
analoga.

De la definicié d’anell ordenat, si z = y > 0, aleshores 22 = zy > 0. Per tant, 1 = 12 > 0. Aixd
ens permet demostrar per induccié que la caracteristica és zero. Suposem que k > 0, aleshores,
com 1 > 0, tenim que k+1 > 0+ 0 = 0. Per tant, per tot n € Z*, n > 0, de manera que
char(A4) = 0. O
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Observacio. La primera condicid ens diu, en particular, que no podem ordenar cap cos finit, ja
que tots tenen caracteristica diferent de zero.

Observacid. En tot cos ordenat, —1 < 0, ja que 0 — (—1) = 1 > 0. Aix0 implica que no es pot
definir un ordre en C, ja que aleshores —1 = 2 > 0. Igualment, tampoc es poden ordenar els
enters de Gauss, Z[i].

Proposicié 3.10.1. Sigui A un cos ordenat, aleshores existeix una unica manera d’extendre
Pordre de A al seu cos de fraccions k = Fr(A).

Demostracid. Sigui a/b € k = Fr(A). Observem que,

%>0 — %b2>0 — ab>0

Com que ab € A i volem que l'ordre de k sigui compatible amb 'ordre d’A, per forca tenim que

k+:{%ek:ab>Ao}

i ja hem vist que donar el con positiu determina totalment ’ordre. ]

Proposicié 3.10.2. El cos dels nombres enters Z. admet un unic ordre.

Demostracid. Sigui ‘>’ un ordre de Z. Hem vist que 1 > 0 i que, per inducci6, n > 0 per tot
n € N\ {0}. També hem vist que —1 < 0. Utilitzant el mateix raonament que abans, aixo
implica per induccié que —n < 0 per tot n € N\ {0}. Per tant, el con positiu de Z és

Z{ =N\ {0}

que és el con positiu de Z amb ’ordre canonic. Donat que el con positiu determina univocament
I’ordre, tenim que ‘>’ ha de ser 'ordre canonic. O

Corol-lari 3.10.1. El cos dels nombres racionals Q admet un inic ordre.

Demostracié. Tenim que Z té un unic ordre i Q = Fr(Z), de manera que Q té un unic ordre. [

3.10.2 Completacié d’un cos ordenat

Definicié 3.10.3. Sigui k£ un cos ordenat. Definim el valor absolut d’un element a € k com
|la|), := max{—a, a}.

Proposicié 3.10.3. El valor absolut satisfa
1. la], >0 sia#0
2. |abl, = |aly, - |bly,
9. |+ bl < laly + [blg

A partir de la noci6 de valor absolut ja podem definir les successions de Cauchy.
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Definicié 3.10.4 (Successié de Cauchy). Una successio (an)nen d’elements de k és de Cauchy
si, per tot € € KT, existeix un ng € N tal que |an, — ay,|;, < € per tot m,n > ng.

Definicié 3.10.5 (Convergencia). Una successié (ay,), d’elements de k convergeix a £ € k si,
per tot £ € K, existeix un ng € N tal que |a, — £], < € per tot n > ny.

Notacié: Utilitzarem SC(k) per referir-nos al conjunt de successions de Cauchy del cos k,
SCV (k) per al conjunt de successions convergents a un element de k i So(k) per al conjunt de
successions convergents a 0. (Atencid: Aquesta notacid no és estandar.)

Igual que es va fer al Calcul de 1r, es demostra que SCV (k) C SC(k), és a dir, que tota successié
convergent és de Cauchy. En general, pero, no tota successié de Cauchy és convergent.

Exemple 3.10.1. A k = Q, considerem la successi6 ap = 1, apy+1 = 1+1/(1+ay). En els reals,
aquesta successio convergeix a V2. A Q, en canvi, no existeix /2 (comparant amb els reals, és
com si hi tinguéssim un “forat”), de manera que (ay), C Q és una successié de Cauchy que no
convergeix.

Definicié 3.10.6 (Cos complet). Direm que un cos ordenat és complet si tota successié de
Cauchy és convergent (és a dir, SC(k) = SCV (k)).

Segons ’exemple que hem donat abans, tenim que Q no és complet. Per tant, el nostre objectiu
sera “completar-l0”, és a dir, trobar una extensi6 k/Q que sigui completa i “minimal” (després
precisarem que volem dir amb aixo).

Per construir la completacid, ens inventarem nombres que siguin limits de les successions de
Cauchy de Q que no tenen limit. S’ha d’anar amb compte, pero, ja que hi ha successions de
Cauchy que poden convergir al mateix limit. Per exemple, la successié

x2 +2
2x,

Tp+1 =

també convergeix a /2 als reals, de manera que haura de tenir el mateix limit que la successié
que hem donat a ’exemple.

Per tant, no en tenim suficient amb inventar-nos un nou nombre per cada successiéo de Cauchy
no convergent, siné que hem d’agrupar les successions de Cauchy que s’apropen infinitament.
Aixo ens porta a definir la relacié d’equivaléncia segiient:

(an)n ~ (bn)n <= (an —by)n —0
Lema 3.10.2. Aquesta expressid defineix efectivament una relacié d’equivaléncia a SC(k).

A continuacié, donem uns quants resultats técnics que utilitzarem posteriorment.

Lema 3.10.3. Sigui k un cos ordenat.

1. Sigui (ap)n una successio de Cauchy d’elements de k, aleshores (an)n esta fitada a k.

2. Siguin (an)n @ (bn)n dues successions de Cauchy. Aleshores, la seva suma (apn)n ~+ (bn)n =
(an + bp)n i el seu producte (an)p - (bp)n = (ap, - bp)n son també successions de Cauchy.
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3. Siguin (ap)n, @ (bn)n successions tals que (apn)n — 04 (by)n, — 0. Aleshores, (an)n+(bp)n —
0 i (an)n - (bp)n — 0.

4. Sigui (an)n — 0, i (An)n una successid de Cauchy qualsevol. Aleshores, (an)n - (An)n — 0.

5. St (an)n €s una successio de Cauchy i té una subsuccessio (an, ) — 0, aleshores (an)n — 0.

Demostracio. S’han d’adaptar les demostracions que es van veure a calcul de 1r per al valor
absolut derivat de 'ordre de k. O

Corol-lari 3.10.2. El conjunt de successions de Cauchy de k (SC(k)) és un anell (commutatiu
i unitari) respecte la suma i producte definits anteriorment, amb 0 = (Og)pn ¢ 1 = (1x)n. El
subconjunt So(k) de les successions de Cauchy convergents a zero és un ideal de SC(k), i tenim
que

(an)n ~ (bn)n <= (an)n — (bn)n € So(k)

Definicié 3.10.7 (Completacié com a cos ordenat). Definim la completacio com a cos ordenat
de k com

k= SC(k)/So(k)
Proposicié 3.10.4.
1. k és un cos (és a dir, So(k) és mazimal).
2. Euisteiz una immersié de k a k que envia o € k a la classe de la successid constant (@)n
k< k
a— () = [(a)n]
3. l% és ordenat, i el seu ordre és compatible amb l'ordre de k (segons la immersid anterior).
Es a dir, si o, B € k 1 a <y 3, aleshores 1(a) < 1(f3).
4. k és un subcos dens de k (de fet, técnicament seria t(k), pero ho denotarem com k).
5. k és complet.

6. k és “minimal” entre tots els cosssos ordenats que satisfan
(3), (4) i (5). Es a dir, si k < L és una immersié de k
en un cos ordenat i complet L que respecta l'ordre i tal que

e
v(k) és dens a L, aleshores ezisteix un tinic morfisme de k 0
X

[

cossos U : k — L que respecta l'ordre ¢ tal que el segiient
diagrama és commutatiu.

h

Demostracio. Només donarem les idees basiques de la prova. La demostracié detallada es pot
trobar al document penjat a Atenea.
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1. Una de les coses que s’ha de veure és que tot element no nul té invers. Sigui x = [(an)n] # 0.
Aleshores, (ap), # 0. Per tant, (a,), té un nombre finit de termes nuls (ja que és de
Cauchy). Canviant-los per 1, obtenim una successié equivalent que no té cap terme nul,
de manera que podem invertir terme a terme.

2. Donat un z € k, definim «(z) = [(x)y].
3. Tenim el segilient resultat d’analisi:

Lema 3.10.4. Sigui (a,), € SC(k). Aleshores, es satisfa eractament una de les tres
condicions seguents:

(a) (an)n — 0.
(b) Existeizen un e € k, € >0 i un ng € N tals que a, > € per tot n > nyg.

(c) Existeizen une € k, € <0 i un ng € N tals que a, < e per tot n > nyg.

A partir d’aquest lema, definim D'ordre en k de manera que x = [(an)n] > 0 <= (an)n
satisfa la condicié (b). Es pot comprovar que aquest ordre és compatible amb les operacions
i esta ben definit.

(k) és dens a k perqué tota successié de Cauchy (¢(ay))n tendeix a la classe d’equivaléncia

L
[(an)n]-
5. Veure document Atenea.

6. Veure document Atenea.

O

Un cop definit el concepte de completacié d’un cos, podem definir els nombres reals com la
completacio dels racionals.

Definicié 3.10.8. R := Q.

Exemple 3.10.2.

o —

1. Q(v/2) és un altre cos ordenat que té com a completacié Q(v/2) = R.

2. El cos Q(i) no és ordenat, de manera que no podem definir-ne la completacié com hem
vist abans. Observem, pero, que si que tenim una nocié de “cos complet minimal que el
conté”, ja que sabem que Q(i) C C que és cos complet i tot cos complet que contingui
Q(4) ha de contenir tant R com 4 (i per tant C).

En la seccié segiient, veurem una manera alternativa de completar cossos que no siguin ordenats.
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3.11 Cossos valorats

Definicié 3.11.1 (Valoracié discreta). Una valoracio discreta d’un anell integre A és una apli-
cacié v: A\ {0} — Z que satisfa

1. v(a-b) =v(a)+v(b)
2. v(a+b) > min{v(a),v(b)}

per tot a,b € A. Per convencid, s’acostuma a definir v(0) := +o0.

Sigui k = Fr(A). Podem extendre v a k com

a

v<g> :=v(a) —v(b)

Observacio. Per definicié, v(1) = v(1) +v(l) = v(l) =0iv(-1)4+v(-1) =v(1) =0 =
v(—1) = 0.

Exemple 3.11.1.

1. Sigui A = k[z]. Podem definir la valoracié v : A — Z tal que v(p(z)) = — degp(x). Aixo
ens defineix una valoracié a k(z) tal que v(p(x)/q(x)) = degq(z) — deg p(z).

2. Sigui A = Z i p un primer qualsevol. Definim la valoracid p-adica com l'aplicacié v, :
Z — 7 on vy(n) és el maxim k tal que p* | n.

Per exemple, v5(40) = 3, ja que 23 | 40 perd 24 1 40.

3. En analogia amb la valoracié p-adica, podem definir una altra valoracié a ’anell de poli-
nomis A = k[z]. Sigui p(z) un polinomi irreductible. Definim la valoracié

Up(z) * k[x] — 7
m(x) — max{k : p(z)F | m(z)}

Proposicié 3.11.1. Donada una valoracio v : A\ {0} — Z, tenim que

1. Ry, ={a € k=Fr(A4):v(a) >0} és un anell.
2. Ry ={a € k;v(a) =0} sdn les unitats de R,,.

3. My ={a € k:v(a) >0} és inic ideal mazimal de R,.

Demostracio. Exercici. O

Observacio. En aquest curs no hi entrarem, pero I’anell R, s’anomena anell de valoracio discreta,
i es pot veure que és equivalent donar una valoracié en A que un anell amb les propietats
anteriors.

Definicié 3.11.2 (Cos residual). Sigui v una valoracié sobre un anell integre A. El cos R(v) =
R, /M, s’anomena cos residual de v.
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Exercici. Considerem la valoraci6 p-adica vy, : Z — Z. Descriviu Z ) := Zy, i comproveu que
R(vp) = Z/pZ.

A partir d’una valoracié es pot definir un valor absolut a un cos no ordenat.
Definicié 3.11.3 (Valor absolut). Un valor absolut en un cos k és una aplicacié
|| : k— R

que satisfa
l. || =0 <= =0
2. |x-y| = |x| - |y| per tot z,y € k
A més, demanem que satisfaci una de les dues propietats segiients:

3a. |z +y| < |z| + |y| per tot z,y € k

3b. |z + y| < max{|z|,|y|} per tot z,y € k

Si satisfa (3a), diem que || és un valor absolut arquimedia, mentre que si satisfa (3b) diem que
és un valor absolut ultrameétric.

A la tupla (k, |-|) d’un cos i un valor absolut ’'anomenem cos valorat.
Exemple 3.11.2. 1. R amb el || habitual.

2. C amb el |-| habitual.

3. Q(i) amb |a + bi| := Va2 + b2

4. Siv: A — Z és una valoraci6 i k = Fr(A), triem un p € (0,1) C R qualsevol i tenim que
Iaplicacié

|, : E—R
x|, — ")
és un valor absolut.

Exercici. Proveu que els exemples anteriors sén efectivament valors absoluts.

Observacid. Podem expressar el valor absolut habitual de R com |z| = (1/e)~1*l. Veiem aleshores
que l'aplicacié —log |-| : R* — R és una mena de pseudo-valoracié.

Un valor absolut en un cos k ens permet definir una metrica. A partir d’aquesta meétrica, podem
definir una topologia donada per la base d’oberts

{B(a,r):ack,reR, r>0}

on B(a,r):={b€ k:|b—a|] <r} ésuna bola oberta de centre a i radi r.
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Observacid. Si |-| prové d'una valoracié v (és a dir, || = p*®*) per un cert p € (0,1)), aleshores
la topologia definida per |-| és la mateixa per a tot p. Es per aixo que sovint es diu que aquests
valors absoluts sén wvalors absoluts equivalents.

A partir d’aquesta topologia, podem definir els conceptes de successions de Cauchy, convergencia
i completesa, utilitzant ara el valor absolut de la metrica en lloc del valor absolut derivat de
Iordre.

Observem que aquest valor absolut ens porta a R, de manera que podem prendre els €’s a R en
lloc de a k.

Definicié 3.11.4 (Cos complet). Un cos valorat (k,|-|) és complet si totes les successions de
Cauchy en k sén convergents.

Proposicié 3.11.2 (Teorema). Per a tot cos valorat (k,|-|,), existeix un cos valorat complet
(k,|-[z) © una immersié v : k — k tal que |u(x)
minimal respecte aquesta propietat.

i = |zl per a tot x € k i tal que, a més, k és

Demostracio. Es pot fer copiant la construccié que vam fer per a cossos ordenats. Aleshores,

k = {successions de Cauchy}/{successions — 0}

Exemple 3.11.3.

1. Recordem que la valoracié p-adica era una aplicacié v, : Q — Z tal que v,(a/b) =
vp(a) — v,(b) i vp(a) = maxk tal que p* | a. A partir d’aquesta valoracié, definim el valor

absolut p-adic:
1 v(x)
x| = |-
i <p>

Es pot veure que, si p # ¢, aleshores Hp il , donen topologies diferents.

Definicié 3.11.5 (Cos dels nombres p-adic). El cos dels nombres p-adics (Q,) és el com-
pletat de Q respecte el valor absolut p-adic:

Per tant, per a cada primer p tenim una manera diferent de completar Q, que ens dona
cadascuna una topologia diferent. A Q, moltes de les intuicions que teniem als reals ja no

sén valides. Per exemple, \p’”|p — 0 mentre que \p""|p — 00 quan r — 0o.

Aleshores, de la mateixa manera que podem escriure un nombre real com una suma de
poteéncies de 10 (la seva expressié decimal), amb un nombre finit de digits amb exponent
positiu i un nombre (potencialment) infinit de digits amb exponent negatiu, es poden
escriure els nombres p-adics com una suma de potencies de p amb un nombre finit de
digits amb exponent negatiu i un nombre (potencialment) infinit de digits amb exponent
positiu.
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Observem que aixdo no comporta cap problema de convergencia, ja que a Q, tenim que
p"[ = 0.

Els nombres p-adics també tenen altres peculiaritats. Per exemple, a Q7 podem escriure

V2 com 3—1—7+2-72+6-73—|—..., seguint la recurrencia x1 =3 i x, :azi_l + Tpo1— 2

mod 7%, Aquesta successi6 surt d’aplicar el metode de Newton (adaptat a Q7) al polinomi
2

e — 2.

Els nombres p-adics no només sén una curiositat matematica, sindé que tenen multiples
aplicacions en la teoria de nombres i en la geometria algebraica, on sén essencials per a
estudiar corbes amb equacions enteres.

Proposicié 3.11.3 (Teorema de Ostrowski). Tot valor absolut en Q és equivalent (és a
dir, dona lloc a la mateiza topologia) al valor absolut habitual o a un valor absolut p-adic
per un cert p.

Equivalentment, les tiniques completacions de Q son R i els Q.

. Sigui k un cos qualsevol. Hem vist que — deg defineix una valoracié a k[z] (i per tant a
k(z)). La completacié de k(z) respecte a aquest valor absolut dona el cos de series de
Laurent k[{x}] (séries de poténcies amb un nombre finit de termes d’exponent negatiu ).
Per altra banda, completant 1’anell k[z], obtenim ’anell de seéries de poteéncies k[[x]].

3.12 Equacié general de grau n

Definicié 3.12.1 (Polinomi general de grau n). Sigui k un cos qualsevol, i siguin a,,, 1, . .., Zp, T
variables indeterminades. Definim el polinomi general de grau n sobre k com

f(T)=an(T —21) - - (T — z) € k(an,x1,...,2,)[T]

Desenvolupant, tenim que
f(0) =a,T" + an—1(z1,. .., )TV 4 tag(zy, ..., @)

on ag(x1,...,Ty,) sén coeficients que depenen de les arrels x1,. .., zy,.

Substituint 7' = 0, tenim que ag = (—1)"anx1 - - - Ty. Similarment, calculant f’(0), tenim que

a] = (—1)"_1an Z sz

i=1 j#i
En general, tenim que
ar, = (—1)"%a, Z Ha:z
#I=n—kicl

Definicié 3.12.2 (k-essim polinomi simetric elemental). A partir de la férmula anterior, definim
el k-éssim polinomi simetric elemental com

Sp(z1,. .. xn) = Z H:EZ

#I=n—k icl



56 Povill Clarés, Xavier

Diem que aquest polinomi és simetric perque observem que no depen de l'ordre de les x;.

Tenim dos teoremes importants referents als polinomis simetrics elementals:

Proposicié 3.12.1 (Teorema). Tot polinomi simeétric en x1,...,T, es pot escriure com un
polinomi que pren com a variables els polinomis simeétrics elementals.

Fquivalentment, tot polinomi simétric en les arrels d’un polinomi es pot escriure com a polinomi
en els coeficients dels polinomi.

Exemple 3.12.1. Per exemple, el discriminant d’un polinomi de segon grau no s’acostuma a
definir amb la férmula tipica de b? — 4ac, siné que es defineix com el quadrat de la diferéncia
de les dues arrels del polinomi. Observem que, segons aquesta definicid, el discriminant és un
polinomi simetric en les arrels del polinomi, de manera que el teorema anterior ens garanteix
que existeix una manera d’expressar el discriminant a partir dels coeficients del polinomi (que
és la que ens dona la férmula tipica).

Proposicié 3.12.2 (Teorema). Sigui M = k(an,x1,...,%,), i considerem-ne el subcos L =
k(ag,at,...,an) = k(an, so(T1,. .- &n), .., Sn—1(T1,...,xy)). Aleshores, M/L és una extensid
algebraica de grau n!.

Observacid. Aquest teorema pot no semblar gaire rellevant, pero és clau per estudiar les propi-
etats dels polinomis. De fet, la no existéncia de férmules generals per ’equacié de grau 5 prové
de l'estudi d’aquesta extensié per n = 5.

3.13 Construccions geometriques

3.13.1 Construccions amb regle i compas

En aquesta secccié veurem quines longituds es poden construir amb regle i compas. Abans,
pero, definirem que entenem per aquests instruments.

Definicié 3.13.1 (Regle). Instrument sense marques que ens permet dibuixar rectes arbitrariament
llargues a partir de dos punts.

Definicié 3.13.2 (Compas). Instrument que permet dibuixar una circumferéncia a partir del
seu centre i un punt. Assumim que no el podem fer servir per transportar distancies.

El punt de partida seran dos punts a distancia 1, que denotarem com 0 i 1 i que assumirem que
estan situats a l’eix d’abscisses.

Volem veure si partint d’aquests dos punts podem construir dos punts P i Q) que es trobin a una
certa distancia d € R. Igualment, també podem construir nombres complexos, identificant-los
com un punt de R?.

En primer lloc, intersecant una circumferencia amb centre 1 i que passa per 0 amb 'eix d’abs-
cisses, obtenim el punt 2. Per induccié, podem repetir aquest procediment per les dues bandes
fins a obtenir tot n € Z. Fent la mediatriu de —1 i 1, obtenim I’eix d’ordenades, i procedint de
la mateixa manera que abans obtenim n? per tot n € Z.
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Es pot veure que, donades dues distancies qualsevols, podem construir-ne la seva suma. També
podem construir I’arrel quadrada de qualsevol distancia que ja tinguem, amb ’algorisme segiient:

Construccié de v/d a partir de d:

1. Traslladem la distancia a l’eix horitzontal a partir del punt 1, obtenint el punt d + 1.
2. Dibuixem la mediatriu d’aquest segment.
3. Dibuixem la circumferencia que passa per 0 i té centre a (d + 1)/2.

4. Dibuixem la recta vertical que passa per 1 (recordem que abans ja hem trobat 01 2, aix{ que
podem fer-ne la mediatriu). La interseccié d’aquesta recta amb la circumferéncia anterior
estara a distancia v/d del punt 1.

Per provar que aquesta distancia és v/d, utilitzem el teorema de 'altura. Sigui P la intersecci6
entre la recta vertical que passa per 1 i la circumferencia. Sigui h = d(1, P). Aleshores, els
triangles 01 P i P1ld sén semblants, de manera que

%zid—'_;_l — h’=d = h=Vd

Hem vist que podem sumar distancies i fer arrels quadrades. A partir del teorema de Tales, es pot
veure que podem multiplicar i dividir distancies. Per tant, el conjunt de distancies construibles
acaba sent un cos, on tenim les arrels quadrades de qualsevol element del cos.

Proposicié 3.13.1 (Teorema). Un cert a € C és constructible amb regle i compas si, i només
si, existeir una torre d’extensions quadratiques

2 2 2

Q& Q) ¢ ... ¢ Qo) & Qo)

Exemple 3.13.1. Aquest teorema ens garantitza que no es pot construir \3/5 amb regle i compas,
ja que [Q(+/2 : Q] = 3. Aixd implica que no es pot construir amb regla i compas un cub de
volum 2.

Igualment es pot demostrar que per a un « general, no podem trisecar «, ja que en general

[Q(cos ) : Q(cos 3ar)] = 3.

Una altra conseqiiencia important d’aquest teorema és que ens caracteritza els poligons regulars
que podem construir amb regla i compas:

Corol-lari 3.13.1. Un poligon reqular de n costats es pot construir amb regle i compas si, @
L. . , . k;

només si, n = 2%p; - -p", on k>0 i p; soén primers de Fermat (pi =2%2" +1)

Observacio. Construir un poligon de n costats equival a construir el seus dos primers vertexs,

de manera que equival a construir ¢ = €27/,
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3.13.2 Construccions amb origami

Suposem que tenim un full de paper arbitrariament gran. Suposem que tenim un punt marcat
a distancia 1 d’'una cantonada. Anomenarem a aquest punt 1, i a la cantonada del seu costat 0.

El nostre objectiu és construir una certa distancia d mitjancant plecs de paper. Per exemple,
amb un plec de paper podem dibuixar la mediatriu d’un segment o la bisectriu d’un angle.
Obtindrem nous punts intersecant les rectes de dos plecs diferents.

Per exemple, per construir v/2, pleguem el full paralelament al costat vertical, de manera que
el 1 quedi a la cantonada, i tot seguit el despleguem i fem la bisectriu de ’angle amb extrem al
0. La interseccié d’aquests dos plecs es correspondra al punt (1,1), que es troba a distancia /2
del 0.

Es pot provar que el conjunt de distancies construibles amb origami també és un cos, pero un
cos molt més extens que el de les distancies construibles amb regle i compas.

Construccié d’una parabola:
1. Triem un punt qualsevol del paper, que sera el vertex de la parabola.

2. Escollim un dels costats del paper, que sera ’eix de la parabola.

3. Dobleguem una de les cantonades d’aquest costat del paper de manera que la vora del
paper quedi sobre el punt que haviem triat.

4. Repetim el pas anterior unes quantes vegades, fent coincidir el vertex de la parabola amb
punts diferents de la vora del paper.

5. Dibuixem l'envolvent de les rectes anteriors, que sera una parabola. (L’envolvent és la
corba tangent a totes les rectes.)

A diferencia de amb regle i compas, amb origami si que es pot trisecar un angle qualsevol.

Triseccié d’un angle:

1. Tenim una semirecta que surt de la cantonada inferior esquerra del paper, i que forma
I’angle que volem trisecar amb el costat inferior del paper.

2. Fem un plec horitzontal a una altura qualsevol.

3. Dobleguem el paper de manera que I'extrem inferior quedi sobre el plec del pas anterior
(és a dir, dibuixant la mediatriu entre aquest i el limit inferior del paper).

4. Dobleguem la cantonada inferior esquerra de manera que ’extrem del plec del pas 2 quedi
a sobre de la semirecta que defineix ’angle, i que la cantonada inferior esquerra del paper
quedi a sobre del plec del pas 3.

5. Sigui P el punt d’interseccié entre el plec del pas anterior i el plec del pas 3. Dobleguem
el costat inferior del paper de manera que la cantonada inferior esquerra quedi fixa i el
costat inferior del paper quedi a sobre del punt P. El plec que haurem creat forma un
angle que és un terc de l'original.
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Proposicié 3.13.2 (Teorema). Un cert a € C és constructible amb origami si, i només si,
existeix una torre d’extensions quadratiques o cubiques

2,3 2,3

2,3 , 2,3
Q C Q) C ... C Qlay) C Q)

Corol-lari 3.13.2. Un poligon regular de n costats es pot construir amb origami si, © nomeés si,
n=2"3%1---p;, onr,s>0ip; son primers de la forma p = 2%3 + 1.



Grups

4.1 Definici6 i propietats basiques

Definicié 4.1.1 (Grup). Un grup és un conjunt G amb una operacié

GxG— (G
a,b—a-b

que satisfa les condicions segiients:

1. Té element neutre, és a dir, existeix un e € G tal que x-e =¢e-x = x per tot z € G.
2. Es associativa, és a dir, a - (b-c)=(a-b)-cpertotabcedG.
3. Tot element té invers, és a dir, per tot a € G existeix un cert a € G talque a-a = a-a = e.

Direm que el grup és abelia si, a més, 'operacié satisfa la propietat commutativa.

Direm que el grup és finit si té un nombre finit d’elements. En aquest cas, anomenarem ordre
del grup (|G]) al seu cardinal. Altrament, direm que el grup és infinit.

Proposicié 4.1.1.
1. L’element neutre és unic.
2. Cada element té un dnic invers.

3. Per veure que un element és neutre o que és invers d’un altre, només fa falta veure que ho
és per l’esquerra o per la dreta.

Demostracio.

60
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1. Suposem que tant e com €’ sén elements neutres d’un grup G, aleshores ¢/ = e-¢’ = e.

2. Suposem que per un cert a € G, tenim que @-a =€ i a-a = e. Aleshores,

a=a-e=a-(a-a)=(a-a)-a=e-a=a
de manera que a = a.

3. Exercici.
O

Definicié 4.1.2 (Poténcia d’un element). Sigui ¢ € G un element d’un grup. Per tot n > 1
enter, definim la seva potencia n-éssima com

n vegades

0

Igualment, definim a” = e i, per n > 1 definim a™" := (a)", on a és l'invers de a.

Proposicié 4.1.2. A partir de les definicions anteriors tenim que, de manera natural, a™ ™" =

a™a™ per tot m,n € Z.

En general, per treballar amb grups utilitzarem la notacié multiplicativa (denotant la operacié
com un producte), pero en els grups abelians s’acostuma a utilitzar la notacié additiva (denotant
la operacié com una suma).

1 g’escriu com —a.

En aquest cas, a” s’escriu com na i U'invers a™
Exemple 4.1.1.

1. El grup més facil no trivial (és a dir, amb més d’un element) és el grup de dos elements
G ={0,1} amb l'operacié donada per la segiient taula:

= O
= OO
S =

2. G = Z/nZ amb l'operacié suma modul n és un grup abelia.
3. G = Z també és un grup abelia amb la suma.

4. El conjunt d’arrels n-éssimes de la unitat G = {{ € C: (" = 1} és un grup finit i abelia
amb ’operacié producte.

5. Un altre exemple de grup és el grup simetric d’ordre n (&,,), que es correspon al conjunt
de permutacions de n elements. Els grups simetrics sén molt importants, perque veurem
més tard que tot grup finit es pot expressar com un subgrup d’un cert grup simetric.

6. G = {moviments del pla que deixen fix un quadrat} és un grup amb operacié composi-
ci6. Els elements del grup sén les simetries respecte les diagonals, les simetries respecte
les mediatrius de cada costat i les rotacions d’angle km/2 respecte el centre del quadrat.
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7. Fixat V un k-espai vectorial, el conjunt d’automorfismes a V' (Aut(V')) és un grup amb la
composicio.

En general, una bona manera de caracteritzar un grup és representant els seus elements
com a matrius, és a dir, construir un morfisme de G a Aut(V') per a un cert espai vectorial

V.

Trobar aquest morfisme no és immediat, i a més s’ha de tenir en compte que les carac-
teristiques del grup imposen certes condicions sobre 1’espai vectorial V. Tot aix0 s’estudia
amb més detall a la teoria de representacio de grups.

8. Donat un cos k, el conjunt de matrius invertibles G = G4, (k) forma un grup amb el
producte. Observem que aquest grup esta relacionat amb el grup d’automorfismes que
hem donat abans, tot i que no sén isomorfs.

9. Si G i H sén dos grups, el seu producte cartesia G x H també ho sera, fent les operacions
coordenada a coordenada:

(GxH)x (GxH)— (GxH)
(a,b),(a", b)) — (a-gad,b-gb)

Aixi, per exemple, es pot construir el grup Z/27 x Z/37Z, que es pot veure que “coincideix”
amb Z/6Z (després ho formalitzarem). En canvi, veurem també que Z/27Z x Z/27 no té
res a veure amb Z/47.

Definicié 4.1.3 (Subgrup). Un subgrup d’un grup G és un subconjunt H C G tal que

l.ee H

2. Per tot x,y € H, tenim que zy~' € H.
En particular, es pot veure que aixd equival a dir que x € H = z '€ Hiz,y € H =
xy € H. Per tant, la operacié de G restringida a H li dona estructura de grup.

Exemple 4.1.2.

1. Sigui G = Z/127Z. Aleshores H = {0,2,4,6,8,10}, H = {0,3,6,9}, H = {0,4,8} i {0,6}
sén subgrups de G. A més, es pot veure que aquests sén tots els subgrups propis no trivials
de G.

2. Sigui G = &3. Aleshores tenim els subgrups H = {Id, (1,2)} i H = {Id, (1, 2,3),(1,3,2)}.

Definicié 4.1.4 (Subgrup generat). Sigui S C G un subconjunt d’un grup. Anomenem subgrup
generat per S al menor subgrup de G que conté S. Ho denotarem per (S) o per (si,...,S,)
(suposant que S és finit 1 S = {s1,...,8,}).

Exemple 4.1.3. A l'exemple anterior de G = Z/127Z, tenim que (2,3) = G. En canvi, (2) =
{0,2,4,6,8).

Definicié 4.1.5 (Grup ciclic). Direm que un grup G és ciclic si existeix un a € G tal que
G = (a). (Es a dir, existeix un element que genera tot el grup.)

Proposicié 4.1.3. Siguin H i K subgrups de G. Aleshores, H N K també és un subgrup de G.
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4.2 Classes laterals

Volem construir una nocié de “quocient” amb grups. El problema que tenim respecte a quan

treballavem amb altres estructures és que en els grups no assumim la commutativitat, de manera
b

que haurem de definir les classes d’equivaléncia tant per la dreta com per 'esquerra.

Sigui G' un grup, i sigui H un subgrup de G. Definim les segiients relacions a G:

a~pb <= Jhe€ H tal que b=ah
a~pb <= dh € H tal que b= ha

Es facil veure que sén relacions d’equivaléencia:

e Reflexiva: H subgrup = e€ H — a ~a.

e Simetrica: b = ah <= a = bh™! i tenim que els inversos estan a H perque H és un
subgrup.

e Transitiva: (exercici).

Definicié 4.2.1 (Classes laterals). Denotarem la classe d’equivaléncia de a per ~g com aH i
la classe de a per ~p com Ha.

Observem que aquesta notacié té sentit, ja que

aH :={beG:b~ga}={ah:he H}
Ha:={beG:b~pa}={ha:hec H}

Definim G \ H com el conjunt de classes laterals per I'esquerra d’elements de G i H/G com el
conjunt de classes laterals per la dreta d’elements de G.

Exemple 4.2.1. Sigui G = &3. Considerem H = ((1,2,3)) = {Id, (1, 2,3), (1, 3,2)}. Aleshores,
la classe lateral per l'esquerra de (1,2) € G és

(1> 2)H = {(17 2)7 (27 3)a (13 3)}

Observem que les classes laterals no tenen perque ser un subgrup. En aquest cas, en particular,
és facil veure que no ho és perque no conté la identitat.

Observem també que, per definicié de classe d’equivalencia, tenim que aH = bH <= a ~g b
i que son disjuntes en cas contrari. Per tant, (1,2)H = (2,3)H = (1,3)H, pero aquestes classes
sén disjuntes amb o H per tot o0 € &3, 0 ¢ H.

En el cas de &3, tenim dues classes laterals per I’esquerra, i cada una té 3 elements. Si fem les
classes per la dreta, aquestes coincideixen amb les classes per ’esquerra, pero aixo no passa en
general.

Per exemple, si considerem H = ((1,2)) = {Id, (1,2)}, tenim que (1,3)H = {(1,3),(1,2,3)} #
H(1,3) ={(1,3),(1,3,2)}.

En aquest cas tenim que hi ha 3 classes laterals per ’esquerra, cada una amb 2 elements. Les
classes per la dreta sén diferents, pero també n’hi ha 3 amb 2 elements cadascuna.
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En general, per tot a € G tenim les bijeccions

H — aH H — Ha
h — ah h— ha

Tenim que sén bijeccions perque si ah = ah/, aleshores a 'ah = a~'ah/ = h = I/ i similar-
ment per la dreta.

Definicié 4.2.2 (Index d’un subgrup). Denotem per [G : H] el nombre de classes laterals de
G/H, que s’anomena index de H en G.

Observacid. A la definicié anterior no fem distincié entre classes per la dreta i per ’esquerra
degut al teorema segiient.

Proposicié 4.2.1 (Teorema de Lagrange). Si G és un grup finit i H C G un subgrup, aleshores

2 16l
G H) =

En particular, tenim que [G : H| no depén de si prenem classes per la dreta o per l’esquerra.

Demostracio. Per les bijeccions que hem donat abans, tenim que #aH = #Ha = #H per tot
a € G. Sabem que les classes laterals particionen G en subconjunts disjunts. Per tant, tenim
que G es divideix en [G : H| subconjunts disjunts de #H elements cadascun. Per tant,

#G =[G : H) - #H
0

Volem definir el concepte de “grup quocient”. Per a aix0, necessitem donar una operacié entre
classes d’equivalencia. L’operacié més senzilla seria

aH - bH := (ab)H

perd hem de veure que esta ben definida (és a dir, que el resultat no depengui de la tria de
representants).

Suposem que aH = o’H i bH = b'H. Aleshores, existeixen uns hy,hy € H tals que a’ = ah
i b = bhy. Volem veure que a'b/ € abH, de manera que hem de trobar un hs € H tal que
ah1bhy = abhs.

Tenim que ahibhy = abhy <= hib = bhghy' <= b thib = hzh,'. Per tant, tenim que
I’operacié anterior entre classes d’equivalencia estara ben definida si per a tot b € GG i per a
tot hy € H, tenim que b~'hib € H. (ja que llavors podriem trobar un hs segons la férmula
anterior). Aix0 en general, no es donara, ja que el grup no té perque ser commutatiu.

Per tant, la operacié anterior no és una definicié valida en general. Als subgrups en els quals
funcioni, els anomenarem subgrups normals.

Definicié 4.2.3. Un subgrup H C G s’anomena normal si per tot b € G, bH = Hb. Equiva-
lentment, tindrem que H és normal si bHb~' = H per tot b € G.

En cas que H sigui un subgrup normal de G, escriurem H <1 G.
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Exemple 4.2.2. Sigui G = G3. Aleshores, tal com hem vist abans, H = ((1,2,3)) < G, pero
H=((1,2)) AG.

Observacio. Observem que tot subgrup és normal en un grup abelia, ja que bHb~! = bb™'H = H.

Proposicié 4.2.2. Si H <G, el conjunt G/H de classes laterals modul H té estructura de grup
amb ’operacio

(aH) - (bH) := (ab)H

Demostracio. En primer lloc veiem que 'operacié esta ben definida. Hem de refer 'argument
anterior. Sigui @’ = ahy i b’ = bhs. Hem de veure que a'b’ = ahibhs = abh per un cert h € H.
Donat que H és normal, tenim que h1b € Hb = bH — existeix un hy € H tal que h1b = bhs.
Aleshores, prenem h = hghs i tindrem

abh = abhshy = ah1bhy = d't/ = abH =d'VVH

Com a element neutre prenem eH = H, i tota classe aH tindra com a invers a~!H. L’associa-
tivitat es pot veure que segueix de l'associativitat en G. O

Exemple 4.2.3. Sigui G = 631 H = ((1,2,3)). Aleshores, hi ha [G : H| = 6/3 = 2 classes
laterals:

G/H ={(1,2)H,H}

Definicié 4.2.4 (Grup quocient). Si H <<G, anomenem grup quocient de G modul H al conjunt
de classes laterals G/H amb 'operacié anterior.

4.3 Ordre d’un element

Definicié 4.3.1 (Ordre d’un element). Sigui G un grup. Diem que un a € G té ordre infinit si
a"™ # e per tot n € Z, n > 1. Altrament, diem que a és un element de torsio, i definim [’ordre
de a com el menor n € Z, n > 1, tal que a" = e.

Equivalentment, tenim que ord(a) = #(a) = #{a* : k € Z}.

Proposicié 4.3.1. Sigui a € G un element de torsid. Aleshores,
1. a™ =e < ord(a) | m.

am =a" <= m=n mod ord(a).

t |ord(a) = ord(a’) = ord(a)/t.

ord(a!) = ord(a).

S

Per tot x € G, ord(zaz~!) = ord(a).

Demostracié. Exercici. O
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Corol-lari 4.3.1. Si G és finit, per a tot a € G tenim que al®l = e, i aleshores tenim també
que ord(a) | |G].

Demostracid. Aquest corol-lari és el “culpable” de que haguem hagut d’estudiar abans el con-
cepte de classes laterals, ja que utilitzarem el teorema de Lagrange per demostrar-lo.

Si G és finit, pel teorema de Lagrange |G| = |(a)|[G : (a)]. Per tant, ord(a) = [(a)| | G.
Aleshores, per la propietat (a), al®l = e. O

Corol-lari 4.3.2. Si |G| = p és primer, aleshores G és ciclic (és a dir, existeix un a € G tal

que (a) = G).

Demostracié. Sigui a € G, amb a # e. Aleshores, {e,a} C (a) = [(a)| = ord(a) > 2. Pel
corol-lari anterior, ord(a) | |G| = p, de manera que ord(a) =p i (a) = G. O

4.4 Morfismes

Definicié 4.4.1 (Morfisme de grups). Diem que una aplicacié f : G — H entre dos grups G i
H és un morfisme de grups si f(x-y) = f(x) - f(y) per tot z,y € G.

Es a dir, una aplicacié entre grups és un morfisme de grups si respecta 'operacié del grup.
A partir de la definicid, tenim que els morfismes de grups tenen les segiients propietats:

Proposici6 4.4.1.
1. fec) = en.
2. fa=h) = f(z)~".
3. f(a) = f(z)" per totn € Z.

Demostracio.
1. Sigui u = f(eq). Aleshores u? = f(eq)? = f(e%) = f(e¢) = u. Multiplicant per linvers
de u, tenim que v?> =u = u = eg.

2. f(x)f(xz7!) = f(x-27!) = f(eg) = ey. Aleshores, donat que I'element invers és tnic,
tenim que f(z~!) = f(x)~L

3. Sin >0, apliquem induccié. Altrament, apliquem el cas de n >0 a 2z~ 1.
Exemple 4.4.1.

1. Sigui G = (g9) = {¢*}rez un grup ciclic infinit. Podem construir el morfisme de G a 7Z
(entes com a grup additiu) donat per

p:G—Z
9" 0(d") =k
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Esta clar que ¢ és un morfisme, ja que ¢(g¥¢?) = ©(¢*77) = k4 j = ©(g*) + v(¢?)

. Un altre exemple de morfisme de grups és ’aplicacié

w: L — Z/mZ
k+— 7m(k):=k modm

Ja haviem vist que 7 és un morfisme d’anells, de manera que en particular és un morfisme
de grups (restringint-nos al grup additiu de Z).

Un exemple més elaborat és
(Rv +) — (R*v )
x— e’

Semblant a ’anterior, tenim també

(Rg,-) — (R, +)
r +— logx

. Si H és un subgrup de G, aleshores la inclusié H < G és un morfisme.

Donat un cos k qualsevol, tenim el morfisme

Gly(k) — k*
Ar——det A

Observem que el que ens esta dient aquest morfisme és que el determinant del producte
de matrius invertibles és el producte de determinants.

Els morfismes de grups preserven els subgrups:

Proposicié 4.4.2. Sigui f : G — H un morfisme de grups. Aleshores,

1.

Si K C G és un subgrup, f(K) C H és un subgrup.

2. Si M C H és un subgrup, f~1(M) C G és un subgrup.

Demostracio.

1.

Siguin z,y € f(K). Aleshores, existeixen a,b € K tals que f(a) =z i f(b) = y. Per tant,
zy = fla)f(b)"' = f(ab™!) € f(K). Amés, e¢g € K = ey = f(eq) € f(K). Per
tant, f(K) és un subgrup de H.

Exercici.

Aix0 ens porta a la seglient definicio:
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Definicié 4.4.2 (Nucli i imatge d’un morfisme). Sigui f : G — H un morfisme de grups.
Definim el nucli de f com ker f := f~!(ey), que per la proposicié anterior és un subgrup de G.

Igualment, definim la imatge de f com Im f := f(G), que per la proposicié anterior és un
subgrup de H.

Definicié 4.4.3 (Monomorfisme, epimorfisme, isomorfisme). Un morfisme de grups f : G — H
és un monomorfisme si f és injectiva, un epimorfisme si f és exhaustiva, i un isomorfisme si f
és bijectiva.

Proposicié 4.4.3. Sigui f un morfisme de grups.

1. f és un monomorfisme <= ker f = {eg}.
2. f és un epimorfisme <—= Im f = H.
3. f és un isomorfisme <= f és un monomorfisme i un epimorfisme.

Exemple 4.4.2. Considerem ’aplicaci6

Z)6Z —s /27 x Z/3Z.
m +— (m mod 2, m mod 3)

Escrivint les imatges dels 6 elements, veiem que ker f = {0} i Im f = Z/2Z x Z/3Z, de manera
que f és un isomorfisme.

Treballar amb grups abstractes pot arribar a ser molt dificil, de manera que sovint s’intenta
expressar els grups abstractes com a grups de matrius o com a permutacions.

Proposicié 4.4.4 (Teorema de Cayley). Tot grup finit és isomorf a un subgrup d’un grup
simetric.
Demostracid. Una permutacié es pot entendre com una bijeccié de {1,...,n} a {1,...,n}. Com

el grup és finit, associarem a cada element del grup una bijeccié del grup en ell mateix.

Sigui € G. Definim ’aplicacié
Y G— G

0z (y) — oy

1

Observem que ¢, és injectiva, ja que vy = vz = 2~ 'zy =z~ 'zz = y = 2. Per tant, com

G és finit, @, és una bijeccid.

Sigui n = |G|. Enumerem els elements del grup d’una manera arbitraria (és a dir, establim una
bijeccié ¥ : {1,2,...,n} — G). Aleshores, definim @, = 1/~! o ¢, 0, que és composicié de
bijeccions i per tant bijeccio.

Aleshores, ¢, € &,, i Iaplicacié
. G—G
T Oy

és un morfisme de grups (ja que @09, = @4y ) i és injectiu (exercici). Aleshores, G ~Im® C &,
com voliem veure. I
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Observacio. Observem que aquest isomorfisme que hem definit no és canonic, siné que és fins
a un cert punt arbitrari. Per exemple, Z/37Z es pot inserir dins &3 prenent ®(1) = (1,2,3) o
o(1) = (1,3,2).

4.5 Grups quocients

Proposicié 4.5.1. Sigui H << G un subgrup normal. Aleshores, l’aplicacid canonica
m:G— G/H
a+— 7(a):=aH
és un morfisme de grups, i kerm = H.
Demostracié. Recordem que vam definir el producte de classes de manera que 7(ab) = (ab)H =
(aH)(bH) = m(a)mw(b). Per veure que ker m = H, utilitzem que aH = H <= a € H. O
Proposicié 4.5.2.
1. Sigui f : G — H un morfisme de grups. Aleshores ker f < G.

2. Reciprocament, si K < G, existeixz un morfisme de grups f : G — H tal que ker f = K.

Demostracio.

1. Sigui f : G — H un morfisme de grups. Ja sabem que ker f és un subgrup, només ens
falta veure que és normal. Hem de veure que aker f = (ker f)a per a tot a € G. Aixo
equival a veure que a(ker f)a~! = ker f.

Sigui « € ker f. Aleshores, f(axa™') = f(a)f(x)f(a™!) = f(a)euf(a™t) = fla)f(a™!) =
ey. Per tant, aza™! € ker f. Amb aixd hem demostrat que a(ker f)a=! C ker f. Com
que axa~' = aya~! <= 2z =y, tenim que els dos conjunts tenen el mateix cardinal, de
manera que a(ker f)a~! = ker f.
2. Sigui K <G. Observem que K = ker 7 pel morfisme 7 : G — G/K.
O

Proposicié 4.5.3. Donat H <G, sigui m: G — G/H el morfisme canonic de pas al quocient.
Aleshores, l'aplicacid natural

{awemmnit G} — fsubarups de /1)
Mv+—n(M):=M/H
és una bijeccid que

1. Respecta inclusions: My C My <= My/H C Ms/H

2. Enwvia subgrups normals a subgrups normals

Demostracié. Exercici. Es semblant a la demostracié que vam fer pel teorema analeg amb
ideals. O
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4.6 Teoremes d’isomorfisme

Veurem tres teoremes d’isomorfisme de grups.

Proposicié 4.6.1 (1r teorema d’isomorfisme). Sigui f : G — H wun morfisme de grups.
Aleshores, ezisteix un isomorfisme canonic G/ker f ~ Im f.

Demostracio. Definim 'aplicaci
f:G/ker f —Im f
aker f — f(aker f) := f(a)

Tenim que f estd ben definit, ja que si aker f = bl_ier f, aleshor_es a = bh per un cert h € ker f,
de manera que f(a) = f(b)f(h) = f(b). Per tant, f(aker f) = f(bker f).

Veiem també que f és un morfisme. Siguin aker f i bker f € G/ker f. Aleshores,
F((aker f)(bker f)) = flabker f) = f(ab) = f(a)f(b) = F(aker f)f(bker f)

Tenim que f és injectiu, ja que si f(aker f) = eq, aleshores f(a) = e¢ = a € ker f =
aker f = ker f.

Per tltim, veiem que f és exhaustiu. Sigui # € Im f. Per definicio, existeix un a € G tal que
f(a) = x. Aleshores, prenent aker f € G/ker f, tenim que f(aker f) = f(a) = z. O

Proposicié 4.6.2 (3r teorema d’isomorfisme). Siguin H C K C G dos subgrups normals de G
(és a dir, H<G i K <G, que juntament amb H C K implica que H < K ). Aleshores,

1. K/H<G/H.
2. (G/H)/(K/H) ~ G/K.

Demostracio.

1. S’utilitza la proposicié que ens diu que hi ha una bijeccié entre els subgrups de G que
contenen H i els subgrups de G/H.

2. Exercici.
O

Proposicié 4.6.3. Siguin H < G i K < G. Aleshores, el conjunt HK := {hk : h € H, k € K}
és un subgrup de G que conté H i1 K. A més, H<HK i K <HK.

Demostracio. En primer lloc veurem que HK és un subgrup. Tenim que eq = egeg € HK.
Siguin z,y € HK. Aleshores, x = h1ky i y = hoko per uns certs hy,ho € H i k1, ke € K. Aix0
implica que
zy = hykiks P hy !
k
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on k € K. Donat que H < G, tenim que kH = Hk. Per tant, kh;l = hk, per un cert h € H.
Aleshores, xy~! = hikhy' = hihk € HK.

Les inclusions H C HK i K C HK sén trivials, ja que eq € H, K pel fet de ser subgrups. Ens
queda veure que H <HK i K <<HK. Veure que H < HK equival a veure que (hk)u(hk)™! € H
per a tot uw € H i per a tot hk € HK. Observem que H <G i hk € HK C G, de manera que
(hk)u(hk)~™' € H. Analogament, K << HK. O

Observacio. Es podria provar a més que tot altre subgrup que contingui H i K esta contingut
en HK (suposant que com a minim un de H o K és subgrup normal de G).

Proposicié 4.6.4 (2n teorema d’isomorfisme). Siguin H <G i K <G. Aleshores, H/(HNK) ~
HK/H.

Demostracié. Definim l'aplicacié ¢ : K — HK/H com ¢ := 7o, on

K< HK -*s HK/H
k— k — kH

Es facil veure que ¢ és un morfisme, ja que tant ¢ com 7 ho sén.

Veiem que és exhaustiu. Sigui (hk)H € HK/H, on h € H ik € K. Tenim que H < G, de
manera que

(hk)H = H(hk) = (Hh)(Hk) = H(Hk) = Hk = kH
Per tant, ¢(k) = kH = (hk)H, de manera que (hk)H € Im .

Pel primer teorema d’isomorfisme, en tenim prou amb veure que ker p = H N K. Sigui k € K
tal que p(k) = eH = H. Aleshores, kH = H —> k € H. Per tant, kerp = K N H. Aplicant
el 1r teorema d’isomorfisme, tenim que

K/kero~Imp — K/(HNK)~HK/H

4.7 Producte directe

El producte cartesia d’una familia finita de grups G, ..., G, té una estructura natural de grup,
operant component a component:

(Gyx - xGp) X (Gy X+ xGp) — G XX Gy
(al,...,ar) . (bl,...,br) = (a1 -bl,...,ar-br)
Exercici. Comproveu que és efectivament un grup.

Es pot veure també que les inclusions naturals

Uk
Gp—G1 X+ xXGpx--xG,
xr—(e,...,x,...,€)
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s6n morfismes de grups que permeten identificar cada Gy, amb el subgrup tx(Gy) <G X - - - X Gy
Exercici. Comprovar que el subgrup anterior és normal.

A més,sixz € Gy iye€ G amb k # j, tenim que les seves imatges commuten:

ue(x) - 15 (y) = ¢5(y) - ()

Un cop vistes les propietats anteriors, ens plantegem sota quines circumstancies podem escriure
un grup G com a producte cartesia de subgrups seus. Comengarem amb un cas senzill:

Proposicié 4.7.1. Siguin H <G i K <G. Si HK =G i HNK = {e}, aleshores G ~ H x K.
En aquest cas, diem que G és producte directe de H i K.

Demostracio. Com que suposem que HK = G, podem escriure tot g € G com g = hk,on h € H
ik € K. Donat que H N K = {e}, tenim que aquesta descomposicié és tnica.

Vegem-ho. Suposem que hk = hk amb h, heHi k, keK. Aleshores, hlh=kkleKn H,
de manera que h~'h = kk=! = e. Per tant, donat que els inversos son unics, tenim que h = hi
k=k.

Per tant, tot g € G es pot escriure de manera tnica com a g = hk, i tenim que hk € G per a tot

h € H iper atot k € K. Aixo ja ens diu que 'aplicacié

pw:G— HxK
hk — (h, k)

és una bijeccié. Ens falta veure que aquesta bijeccié és un morfisme. Sigui h € H i k € K.
Observem que

hkh 'k~ = (hkh Ykl e K
eK

ja que K és normal. De la mateixa manera,

hkh 'kl =h(kh 'k e H
H
€

ja que H és normal. Per tant, hkh~'k~! € HN K = {e} = hk = kh. Per tant, el producte
d’'un element de K i un de H commuta. Aix0 ens permet veure que ¢ és un morfisme. Siguin

h, heHi k,l;: € K. Aleshores,
p(hk)p(hk) = (h,k) - (h,k) = (hh, kk) = o(hhkk) = ¢((hk) - (hk))
Per tant, ¢ és un morfisme bijectiu, és a dir, un isomorfisme. O

Exemple 4.7.1. Sigui Q* = Q \ {0} el grup multiplicatiu dels racionals. Es pot veure que
Q* = Q% x {£1}. En aquest cas, observem que, com Q és abelia, tots els seus subgrups sén
normals.

Existeix una versié general de la proposicié anterior, per a més de dos grups:



Estructures Algebraiques 73

Proposicié 4.7.2. Siguin Ny, ..., N, subgrups normals de G, tals que cada g € G s’escriu de
manera unica com a producte d’elements de N;:

g=ai---a, amb a; € N;
Aleshores, G ~ N1 X --- X Ny, i diem que G és el producte directe de N1,..., N;.

Demostracio. Exercici. S’ha de repetir la demostracié anterior. O

Observem que aqui estem suposant que la descomposicié de tot element és tinica. La seglient
proposicié ens dona un conjunt d’hipotesis alternatiu on no fa falta que ho suposem.

Proposicié 4.7.3. Siguin Ni,...,N, < G tals que Ny--- N, = G. Suposem que, per a tot
1€ {1, ce ,’I“}, N; N (N1 -+ Ni—1N;q1-- NT) = {6} Aleshores, G ~ Ny X --- X N,.

Observacid. A lenunciat de la proposicié hi surt el producte de r subgrups. Només haviem
definit el producte de 2 subgrups, pero es pot extendre a un nombre finit de subgrups per
induccid, i es pot comprovar que el resultat és un subgrup.

Si tenim una familia infinita de grups {G, }ics, a part del seu producte cartesia també en podem
definir la suma directa:

Definicié 4.7.1 (Suma directa). Sigui {G;}icr una familia de grups. Definim la seva suma
directa com

@Gi = {(.’I}Z’)Z‘e] € HGi :  x; = e llevat d’un nombre finit de i’s}
iel iel

La operaci6 entre dos elements de @ G; es defineix terme a terme.

La “gracia” de la suma directa és la segiient propietat universal:

Proposicié 4.7.4. Sigui ¢; : G; — G una familia

de morfismes. Aleshores, existeix un unic morfisme ¢ : GBGi
P Gi — G tal que el diagrama de la dreta és commuta- el
tiu. /

A més, el morfisme @ ve donat per o((x;)icr) = [ wi(zi), Gy

que observem que €s un producte finit per la definicid de X‘

suma directa.

Observacid. Si tenim un nombre finit de grups, aleshores la suma directe és el mateix que el
producte directe, ja que la condicié que z; = e llevat d’un nombre finit de i’s no aporta res.



