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Enumeracio basica

1.1 Cardinals

Comentari. En aquest curs considerarem que el naturals no inclouen el 0, a no ser que s’indiqui
el contrari.

Notacié. Utilitzarem el simbol [n] per representar el conjunt {1,...,n}.

Definici6é 1.1.1. Dos conjunts A, B tenen el mateix cardinal si existeix una bijeccié entre ells
f : A — B. En particular, si un conjunt té el mateix cardinal que els naturals, direm que és
numerable, i si un conjunt A té el mateix cardinal que [n], aleshores direm que |A| = n.

Comentari. Per convencid, el conjunt buit té cardinal zero: |()] = 0.

Proposicié 1.1.1.
e Si AN B =1, aleshores |[AU B| = |A| + |B|
e |AxB|= 4] |B]

1.2 Aplicacions i paraules

Siguin A i B conjunts finits, ens interessa comptar el nombre d’aplicacions que van de A a B.
Siguin n = |A| i m = |B|. Per cada element de A, hi ha m elements de B als quals pot anar, de
manera que el nombre total d’aplicacions és m".

El nombre d’aplicacions injectives el podem calcular de manera similar. Pel primer element de
A, hi ha m imatges possibles, pel seglient, m — 1 i aixi successivament. Per tant, el nombre
d’aplicacions injectives de A a B ésm-(m —1)...(m — (n — 1)), que denotarem per (m),.

Observacio. Observem que (m)y, = (m%!n)!, ique (n), =nl

1
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Observacid. Siguin A i B conjunts finits, si |A| # |B|, aleshores no hi haura cap aplicacié
bijectiva entre els dos, mentre que si |A| = | B|, aleshores una aplicaci6 sera bijectiva si i només
si és injectiva.

Proposicié 1.2.1. El nombre de permutacions d’un conjunt de n elements és de n!.

Demostracio. Les permutacions sén bijeccions d’un conjunt a ell mateix. Per tant, el nombre
de permutacions és el nombre de bijeccions entre dos conjunts d’igual cardinal, és a dir, n!. O

Definicié 1.2.1. Una paraula de llargada k sobre un alfabet A de n simbols és una seqiiencia
12 ...Tk, amb x; € A.

Proposicié 1.2.2. El nombre de paraules de llargada k sobre un alfabet A de mida n és n¥.

Demostracié. Una paraula pot ser vista com una aplicacié [k] — A. Per tant, el nombre de
paraules és el nombre d’aplicacions d’aquest tipus, que és n¥. ]

Similarment, observem que una paraula sense simbols repetits es correspon a una aplicacio
injectiva, de manera que el nombre de paraules de llargada k sense simbols repetits és (n)g.

1.3 Subconjunts i coeficients binomials

Proposicié 1.3.1. El nombre de subconjunts de mida k d’un conjunt de mida n és el nombre

(1) = m

Demostracié. Per cada subconjunt de mida k tenim k! aplicacions injectives de [k] a [n] (no ens
importa l'ordre de les imatges). Per tant, el nombre de subconjunts de mida k és (n);/k!, que
equival a I’expressié de ’enunciat de la proposicié. O

binomial

Algunes propietats basiques dels nombres binomials sén

Proposicié 1.3.2.
n
n n
[ J prd
k n—k
n n—1 n—1
P >k>1 ) =
e Pern>k> ,tenzmque<k> </~€—1>+< I >
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Demostracio. Els dos primers resultats es demostren facilment operant. El tercer és més facil
provar-lo de forma combinatoria. Els subconjunts de mida k de n elements es poden dividir en
els que contenen el 1 i els que no el contenen. Eliminant el 1, veiem que el primer grup correspon
als subconjunts de mida k£ — 1 d’un conjunt de mida n — 1, mentre que el segon correspon als
subconjunts de mida k£ d’un conjunt de mida n — 1. O

Proposicié 1.3.3. En un anell commutatiu, per a cada dos elements a i b i un natural n, es
compleix que

(a+b)" = zn: <Z> aibn

1=0

Demostracié. El coeficient de a’b"* és el nombre de maneres de triar ¢ a’s en el producte
(a+b)-(a+b)...(a+Db), és a dir, (Z) O
#n

A partir de la férmula del binomi de Newton podem demostrar els resultats segiients:

Proposicié 1.3.4.

Demostracio.

(1+1)" = :O (Z) - :0 <Z) — 9"

O
Proposicié 1.3.5.
- n
—1)* —
>1t(}) =0
k=0
Demostracio.
- n
0=1-1)"=) (-1)F
- =3 v()
k=0
O

Proposicié 1.3.6.

Gy () e (50)

n+m+1
n+1
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Demostracio. Ho demostrarem per induccié. Sim = 0, la identitat equival a 1 = 1. Sigui m > 0,
i suposem que ho hem demostrat per m — 1, aleshores,

n n+m-—1 n+m n+m n+m n+m+41
ot + = + =
n n n n+1 n n+1
Proposicié 1.3.7 (Identitat de Vandermonde).

n
n+my Z n m
k=0
Demostracio. Suposem que tenim un conjunt de mida n i un conjunt de mida m. El nombre

de maneres de triar n elements de la unié d’aquests dos és el nombre de maneres de triar k del
primer i n — k del segon, per qualsevol k des de 0 a n. 0

Comentari. En la proposicié anterior i a partir d’ara suposarem que I = 0si k > n.

Aquesta definicid és coherent amb la caracteritzacié que hem donat de nombre binomial, ja que
un subconjunt no pot tenir cardinal superior al conjunt original.

1.4 Multiconjunts i coeficients multinomials

Definicié 1.4.1 (Multiconjunt). Un multiconjunt de [n] és una aplicacié pu : [n] — N que
assigna a cada element de [n] la seva multiplicitat en el multiconjunt (i.e., el nombre de vegades
que apareix).

Exemple 1.4.1. Per exemple, el multiconjunt {1,1,1,2,4,4,4} de [4] esta caracteritzat per la
funcié p amb valors (1) = 3, u(2) = 1, u(3) = 01 u(4) = 3. Observem que p no depen de
I’ordre dels elements, de manera que 'ordre dels elements d’un multiconjunt és arbitrari.

Comentari. També sutilitza la notacié {13,2,43} per referir-se al multiconjunt de I’exemple
anterior, tot i que s’ha d’anar amb compte de que no es confongui aquesta notacié amb la
notacié de ’exponenciacio.

n+k‘—1>

Proposicié 1.4.1. El nombre de multiconjunts de [n] amb k elements és ( i

Demostracio. Establirem una bijeccié entre el conjunt de p’s possibles i les paraules binaries de
longitud n +k —1 amb n — 1 1’s. A cada u li associem la paraula binaria

0...010...01...10...0
N~ = N——
(1) m(2) p(n)
que observem que té n—1 1’'sin—1+> p(i) = n— 14k caracters. Similarment, a partir d’una

paraula binaria de n + k — 1 caracters i n — 1 1’s, li associem la funcié u corresponent. Aquesta
aplicacié és una bijeccid, ja que es comproba facilment que és exhaustiva i injectiva. Per tant, el
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nombre de multiconjunts de [n] de mida k és el nombre de paraules binaries de llargada n+k —1
in—11’s, que es correspon amb el nombre de maneres de triar n — 1 posicions d’entre n+k —1,

és a dir,
n+k—-1\ (n+k-1
n—1 n k

Observem que els multiconjunts els hem definit de manera que no ens importa 'ordre dels
seus elements. Aleshores, és interessant preguntar-se de quantes maneres es pot ordenar un
multiconjunt donat, és a dir, quantes permutacions diferents dels seus elements podem fer. El
nombre de permutacions totals és k!, i fixada u, podem permutar els i’s del multiconjunt de
1(7)! maneres sense alterar la permutacié. Per tant, el nombre total d’ordenacions és

K - ( K >
pMp@)! ()t \p(1), @(2), - ., p(n)

A aquests nombres se’ls coneix com coeficients multinomials, ja que apareixen en el teorema
multinomial:

O]

Teorema 1.4.1 (Teorema multinomial).

0<k;<m
ki+-+kn=m

Exemple 1.4.2. Els multiconjunts es poden aplicar per comptar el nombre d’aplicacions monotones
creixents de [n] a [k]. Sinomés considerem aplicacions estrictament creixents, la resposta és sim-

plement . En canvi, si permetem les repeticions d’imatges, tindrem una aplicacié per cada
n

multiconjunt de [k] de mida n (ja que l'ordre vindra fixat per la monotonia), de manera que
. n+k—1 .
tindrem aplicacions.

n

1.5 Seleccions i distribucions

Definicié 1.5.1 (Seleccié). Una selecci6 és un problema que es pot modelar com 'extraccié de
k boles numerades d’una caixa que conté n boles. Aquesta seleccié pot ser amb o sense reposicié
(depenent de si es tornen les boles a la caixa després de cada extraccid) i ordenada o no ordenada
(depenent de si ens importa l'ordre en que traiem les boles de la caixa).

Segons les definicions anteriors, el nombre de seleccions en cada cas és el que s’indica a la taula
1.1.

Definicié 1.5.2 (Distribucié). Una distribucié és un problema que es pot modelar com el
repartiment de k boles entre n caixes, que considerarem que sén distingibles entre si.

El nombre de distribucions en cada cas es pot veure en la taula 1.3.

Comentari. La taula 1.3 no és la que va posar el professor a classe, sind la que hi ha als seus
apunts.
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H Ordenada ‘ No ordenada ‘

Amb reposicio nk (n + ]]: B 1)
n! n
Sense reposicié m ( k>

Taula 1.1: Nombre de seleccions de k boles d’entre n boles diferents

H Boles indistingibles ‘ Boles distingibles ‘

|
Com a molt una bola per caixa (Z) ﬁ
-1
Sense limitacions <n + : > nk
La caixa 7 té k; boles 1 k
! kiy...,kn

Taula 1.2: Nombre de distribucions de k boles en n caixes

1.6 Doble compteig

Siguin A i B dos conjunts finits i sigui C C A x B. Definim la matriu C' = (¢ij)ica,jep on
L, (i,j)eC
Cij = ..
0, (i,4)¢C
Aleshores, el principi de doble compteig ens diu que
DI Bt
i€A jeB jeBicA
Aquest principi pot semblar trivial, pero es pot aplicar per resoldre problemes que no ho sén.
Lema 1.6.1. En una reunid de n persones, el nombre d’individus que fan un nombre imparell

d’encaizades és parell.

Demostracid. Sigui [n] el conjunt de persones i £ C [n]? el conjunt de parells de persones que
es donen la ma. Sigui C'= {(z,e) € [n] X E: x € e} C [n] x E. Aleshores, segons el principi de

doble compteig:
Z D cie=>_ > cie=2|E|

n| eck e€E i€[n]
Definim el nombre d’encaixades que dona cada persona com

:E Cie

eckE
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Per tant,
dodiy= > di)+ > d(i)=20E| = > d(i) és parell
1€[n] d(7) parell d(z) imparell d(7) imparell
I aix0 implica que el nombre de persones amb nombre d’encaixades imparell és parell. ]

Teorema 1.6.1 (de Bruijn-Erdés). Sigui B una familia de subconjunts de [n] tal que cada parella
d’elements de [n] estan en un inic conjunt de B. Aleshores, si |B| > 1, tenim que |B| > n.

Demostracié. Definim b := |B|. Suposem que b < n. Observem que sii € [n], B € Bii ¢ B,
aleshores

d(i)=|{B' € B:ie B'}| > |B|
Definim C' = {(i, B) € [n] x B:i ¢ B}. Aleshores, per a cada (i, B) € C,
n(b—d(i)) <n(b—|B|) = nb—n|B| < nb—b|B| =b(n—|B|)

Ara apliquem el doble compteig:

D D D DI D D .

i€[n] BGB BEBzE[n] BeBie[n]
i¢B i¢B i¢B

Aleshores, la desigualtat ha de ser estricta, i tirant enrere en la cadena de desigualtats, veiem
que b = n. Aleshores, 0 bé b > n o bé b = n, de manera que b > n. 0

Definicié 1.6.1 (Sistema de triples de Steiner). Un sistema de triples de Steiner és una familia
de subconjunts de [n] de mida 3 tal que per cada parella d’elements de [n], hi ha una tnica tripla
que els conté.

Proposicié 1.6.1. Si ST, és un sistema de triples de Steiner, aleshores n = 1,3 mod 6.

Demostracidé. Suposem que S és un sistema de triples de Steiner a [n] Sigui C' = {(e, B) €

<[Z]> x S :e € B}. Fent doble compteig,

sisi =11 = () = Is] = "D

A més, veiem que n — 1 ha de ser parell, ja que si escollim un element i dividim tots els altres
en parelles que formin triples amb ’element separat, aleshores no en pot quedar cap penjat
(en cas que en quedés un penjat, ha de tenir una tripla juntament amb ’element separat, i el
tercer element d’aquesta tripla tindra dues triples diferents amb l’element separat, arribant a
contradiccié). Comprovant tots els casos, veiem que la condicié que n — 1 és parell juntament
amb la condicié que n(n — 1) és multiple de 6 impliquen que n = 1,3 mod 6. O
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1.7 Principi de Dirichlet
Proposicié 1.7.1 (Principi de Dirichlet). Sigui f : [n] — [k], aleshores existeix i € [k] tal que
1/ n
> |2
@)= |7

Demostracid. Si |f~1(i)| < [%] Vi € [k], aleshores per doble compteig

k
n=3 10k (P 1) =0
=1

Aquest principi s’aplica per exemple per demostrar el seglient teorema, del mateix Dirichlet:
q p p P p pie p g

Teorema 1.7.1 (Dirichlet). Sigui o € (0, 1) un nombre irracional i N enter, aleshores existeizen
enters p,q, amb 1 < g < N tals que

oz—p'g

1
q 2

q

Demostracié. Dividim l'interval [0, 1] en N subintervals d’igual longitud. Considerem els n + 1
nombres reals {a},{2a},...{(n+ 1)a}, on {z} denota la part fraccional de x. Aleshores, pel
principi de Dirichlet, existeixen i, j tals que

l ) . [+1
N < {’LOC},{]OZ} < T

per a un cert [ < N.

Aleshores,

fio} ~ ol < 5

Suposem sense perdua de generalitat que i > j. Aleshores, per algun enter p,

. 1
J— J— <7
p—(i=jal <+
Sigui g :=1 — j,
1 1
T
q q g

Amb arguments més avancats, es pot provar que aquesta fita és asimptoticament Optima.

Un altre exemple d’aplicacio és el segiient teorema d’Erdos:
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Teorema 1.7.2 (Erdos-Szeckeres). Qualsevol successié de nombres reals de llargada n*>+1 conté
una subsuccessié monotona de llargada n + 1.

Demostracio. Sigui x1,...,x,2,; una successi6 de nombres reals. Suposem que no conté cap
successié monotona creixent de llargada n + 1. Aleshores, definim la funcié f : [n? 4+ 1] — [n]
que a cada 7 li associa la llargada de la subsucessié monotona creixent més llarga que es pot fer
comengcant a la posicié i de la successi6 original.

Per definicié, tenim que Vi, 1 < f(i) < n, de manera que aplicant el principi de Dirichlet,
existeixen i1, ...,in41 tals que f(i1) = -+ = f(441). Observem que per i < j, z; < z; =
f(@) > f(j) + 1. Per tant,

Tiy > Tig >+ > Tiyp gy
que és una subsuccessié monotona decreixent. ]

Observacid. La fita anterior és optima, ja que existeixen successions de n? elements sense cap
subsuccessié monotona de llargada n + 1. Per exemple:

3,2,1,6,5,4,9,8,7

1.8 Principi d’inclusio i exclusio

El principi d’inclusié-exclusié es pot interpretar com una generalitzacié de la férmula
|AUB| = |A| + |B| — |AN B|

per unions de més de dos conjunts.

Proposicié 1.8.1 (Principi d’inclusié-exclusié). Siguin Aq,..., A, una col-leccid de conjunts.
Aleshores el cardinal de la seva unid és

U Al = Z(_l)UHl
i€[n]

IC[n]
I#0

N

il

Demostracio. Es pot provar facilment per induccié, perd a continuacié veurem una prova al-

ternativa. Siguin A = |J A; i Ar = |J 4;. Per a cada X C A, definim 1x com la funcié
1€[n] iel

caracteristica de X. Sigui x € A, definim K = K(x) com el conjunt de tots els subconjunts de

[n] tals que 14, (z) =1 (i.e. els subconjunts que contenen a x). Aleshores,

k
S D L () = ST D Ly () = 30 (-1 = ST (=1 <k> -

ICn] ICK ICK i=1
I£0 T#0 I£0
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Un exemple tipic d’aplicacié del principi d’inclusié-exclusié és comptar el nombre de desarran-
jaments.

Definicié 1.8.1 (Desarranjament). Un desarranjament és una permutacié que no conté cap
punt fix.

D,={0c€S,:0()#i,i=1,...,n}
Per trobar el cardinal de D,,, ens definim la seglient familia de conjunts:
Ai={oc€esS, o(i)#1i}

Aleshores, D,, = A; N ---N A,. Per les lleis de Morgan, D,, = S,, \ J 4;, i per tant,

A= N

iel IC[n] iel

1Dl = 15 = | A

= X[ = 3 (=)

IC[n]
I#0

Veiem que el cardinal de la interseccié dels conjunts A;, ¢ € I només depen del cardinal de I, de
manera que

n

D= 3 0= =31 ()i =ty S
1=0

1CIn] =0

n!
Aleshores, per n grans, |D,| - —
e

Proposicié 1.8.2. Tal i com hem vist a l’exemple anterior, el principi d’inclusid-exclusio també
es pot escriure com

= > "N A

N
i=1

ICln] iel
Demostracio. Per les Lleis de Morgan,
A= 1x1 = U] = 1X1 = 3 o 4
i=1 i=1 ICn] iel
140

Canviem el signe de tots els termes del sumatori i incloem el total a dins, ja que X = [ A;.
i€l
Aleshores,
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Un altre exemple tipic és el de comptar, per un cert n, quants nombres hi ha entre 1 i n que
siguin coprimers amb n.

Definicié 1.8.2 (Funci6 phi d’Euler). Definim la funcié phi de Euler com
¢(n) = [{z € [n] : ged(z, n) = 1}

Suposem que n = pit .- - pi*. Definim A; com el conjunt d’enters positius menors o iguals que
n que sén divisibles per p;. Aleshores el nombre que busquem és

4| = Z(_l)ul ﬂAi

IC[k] iel

Observem que

(Al =

el

sz

el

o2 (-3)

IC[K] i€l

Aleshores,

on I'altima igualtat es demostra operant algebraicament.

1.9 Particions de conjunts. Nombres de Stirling de segon tipus

Definicié 1.9.1 (Partici6 d’un conjunt). Una particié de [n] en k parts és una col-leccié
Ai,..., A, de subconjunts de [n] tals que [n] = (JA; i A; N A; = 0 per tots 4,j tals que
i .

Definicié 1.9.2 (Nombre de Stirling de segon tipus). El nombre de particions de [n] en k parts
es coneix com el nombre de Striling de segon tipus, que es representa amb

n
k
Observem que {Z} es pot calcular a partir del nombre d’aplicacions exhaustives entre [n] i

[k], ja que podem considerar un subconjunt d’una particié com el conjunt de valors de [n] que
comparteixen imatge. Aleshores,
i

{Z} = %Hf [n] — [k], f exhaustiva}| = %

s.
I M»
I
—~
|
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Podem calcular alguns valors dels nombres de Stirling de segon tipus facilment. En primer lloc,
{TIL} = 1, ja que si només podem posar tots els elements en I'inic conjunt que tenim. Per altra
banda, si podem fer dos subconjunts,

ja que podem agafar qualsevol subconjunt excepte el buit i el total i dividim per dos per no
comptar complementaris.

Una propietat interessant dels nombres de Stirling de segon tipus és que compleixen una equacio
de recurrencia similar a la dels nombres combinatoris:

Proposicié 1.9.1. Es satisfa que
n n—1 n—1
=k
=)
Demostracié. El primer sumand sén les particions de les quals {n} no és una part, mentre que

el segon sumand sén les particions que contenen {n}. O

Definicié 1.9.3 (Nombre de Bell). El nombre de totes les particions de [n] (amb un nombre
qualsevol de subconjunts) es coneix com nombre de Bell.

n-Ef

k=1

1.10 Composicions i particions d’enters

Definicié 1.10.1 (Composicions). Les composicions d’un enter n en k parts sén les solucions
den =14+ amb z; € N (recordem que en aquesta assignatura 0 ¢ N).

El conjunt de composicions de n en k parts es denota com

k
ck(n) = {(xl,...,xk) cx; €N, sz :n}
i=1

Per exemple, 242, 34+ 11 1+ 3 sén composicions diferents de 4 en 2 parts.

Tal i com hem vist a classe de problemes, donat que x; > 1, tenim que |cx(n)| és igual al nombre
de maneres de repartir n — k boles entre k caixes numerades, que es correspon al seu torn amb
el nombre de paraules binaries de llargada (n — k) + k — 1 amb k — 1 zeros. Per tant,

ami= (") =(000)

Si considerem composicions de mida arbitraria,

|c<n>|=éyck<n>|: () e
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Definicié 1.10.2 (Particions). Les particions d’un enter n en k parts sén les solucions de
n=x1+ ---+xp talsque x; ENixy > - > xp.

Similarment al cas de les composicions, definim el conjunt de particions de n en k parts com

k
Pi(n) = {($17--~,9€k)19€z‘€N, Ty > 2> Tp, sz—n}
=1

i denotem pg(n) = | Px(n)].
Les particions es poden interpretar com el quocient de les composicions per la relacié d’equi-

valéncia que ens diu que dues composicions sén iguals si tenen els mateixos sumands.

Per valors baixos de k tenim que el nombre de particions de n és

p1(n) =pn(n) =1

pa(n) = 5]

p3(n) = {711;}

La intuici6 de I'altim valor és que si considerem un poligon de n costats, el nombre de particions
en 3 parts es correspon amb seleccionar 3 vertexs del poligon, i dos eleccions de vertexs cor-
responen a la mateixa particié si els triangles que formen sén similars. La majoria de triangles
tenen simetria per rotacié i inversid, de manera que hi ha aproximadament 2n copies de cada

triangle. Per tant,
( )u i n o 12
P =5,\3) T 12

Un altre fet interessant és que les particions es poden interpretar com diagrames de Ferrers:

Definicié 1.10.3 (Diagrama de Ferrers). Un diagrama de Ferrers, o Tableaux de Young, és una
figura geometrica formada per k files ordenades de més a menys llargada, tal que la suma del
nombre de columnes de cada fila és n.

Aquests diagrames van bé per raonar amb particions. Per exemple, les particions de n en k
parts es poden classificar en aquelles en les quals z; = 1 i aquelles en que no. La primera es
correspon amb pi_1(n — 1), mentre que la segona es correspon amb restar una columna de totes
les files, és a dir, pg(n — k). Per tant,

pr(n) = pr—1(n — 1) + pp(n — k)
Una altra igualtat interessant és
pr(n) = # particions de n en les quals z; = k

Aquesta igualtat es demostra veient que un diagrama de Ferrers amb k files es pot girar al
voltant de la diagonal per trobar una particié amb z1 = k, i que aquesta relacié és bijectiva.
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Les particions sén dificils de comptar exactament, pero es poden acotar amb el nombre de
composicions. Sabem que cada particié déna lloc com a molt a k! composicions (ja que n’hi
poden haver d’iguals si x; = x;). Per altra banda, per a una particié qualsevol, podem crear
una particié amb tots els nombres diferents si definim y; = x; + k — i (es veu trivialment que
aleshores dos elements no poden ser iguals). Aleshores, tenim una particié de n+ (g) en k parts,
que es correspon exactament a k! composicions (ja que té tots els termes diferents). Aleshores,

. <Z B 1) < piln) < o (n +k;(§)1_ 1>

Observem que quan n >> k, aquestes fites son bastant acurades.

1.11 Twelvefold way

Suposem que tenim n boles i k capses. Tant les boles com les caixes poden estar numerades
o no (és a dir, poden ser distingibles entre elles o no). El nombre de maneres de distribuir les
boles és:

Boles Capses Totes Injectives | Exhaustives
num. num. k™ (k)n k'{Z}

no nuim. num. (n—}ifl) (f,]) (Zj)
num. | nonum. | ¥, {T} Lin<k} {i}

no num. | no num. Zle pi(n) Lin<k} pr(n)

Taula 1.3: Nombre de distribucions de n boles entre k capses

Aquesta taula ens permet resumir molts dels resultats als quals hem arribat en aquest capitol.

1.12 Estimacions i estimacions asimptotiques

Definicié 1.12.1. Donades les funcions f,g: N — R, direm que f(n) = O(g(n)) si 3¢ € R tal
que Vn > ny,

[f(n)| < clg(n)]
Per altra banda, direm que f(n) = o(g(n)) si
f(n)
)

e B
és a dir, si f(n) és asimptoticament menor que g(n). La notacié inversa és f(n) = Qg(n), que
és equivalent a dir que g(n) = o(f(n)).
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Si dues funcions f, g tenen el mateix creixement asimptotic, aleshores es diu que f(n) = Og(n),
que equival a dir que f(n) = O(g(n)) i g(n) = O(f(n)).

Per tltim, si es vol remarcar que les constants també sén equivalents, es diu que f(n) ~ g(n),
que equival a dir que

limmzl

n—oo g(n)

Proposicié 1.12.1 (Propietats de la O de Landau). Siguin f(n) = O(g(n)) i h(n) = O(k(n)).
Aleshores,

e f(n) +h(n) = O(lg(n)| + |k(n)[)
e f(n)-h(n) = O(g(n)| - [k(n)])

Proposicié 1.12.2. Per a qualssevol a,b € RT,

1. (Inn)® = o(nb).

2 (n)

3. n®=o(b") perb > 1.
4 (")

5 (

a”=o(b") sib>a>1
a" = o(n")
., . . . o Inn 1 1
Demostracio. 1. Aplicant la regla de I’'Hopital, lim —— = — lim — = 0.
n—oo P b n—soo nb
Els altres es fan de manera similar. O

A continuacié veurem com podem aplicar tota aquesta notacié asimptotica per estudiar el crei-
xement dels nombres harmonics.

Definicié 1.12.2 (Nombre harmonic). Definim la successié de nombres harmonics com

Proposicié 1.12.3. Els nombres harmonics estan acotats per

Inn< H,<Ilnn+1

Demostracio. La manera més intuitiva és comparant la suma dels harmonics amb la integral de
1/x. Considerant les sumes superiors i inferiors, veiem que

n

1

Hnlg/ —dr<H, — H,—1<lhn<H, —
1 T

H,<1l+4Inn
H, >Inn
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Per tant, tenim que H,, ~ Inn, i aleshores la serie harmonica divergeix.

De fet, es pot demostrar que
1
H,=Inn+~v+0 <> )
n

on 7y és la constant d’FKuler-Mascheroni.

Una altra funcié de la qual és interessant estudiar-ne el creixement és la funcié factorial.

Proposicié 1.12.4. La funcid factorial esta acotada per

n\" n\n"
e(—) <nl<en (—)
e e

Demostracio. La desigualtat de la dreta la farem per induccié. Sin =1, es té que 1 < 1. Per
n > 1, suposant cert per n — 1, tenim que

n! = n(n— 1) < ne(n —1) (";1>n_1 = e ("; 1)ne:ne (%) <”;1)ne
= en(2)" (1 - 1) <en(Z)"

On hem utilitzat que (1 —1/n) < e~ /7,

Per la desigualtat de ’esquerra, ho comparem novament amb una integral:
n n
Inn! = Zlni > /1 Inzdr=zlnze—z| =nlnn—-—n+1
i=1

nlnn-n+l _ n

I per tant n! > ¢ n"e e O

Si no ens interessa una desigualtat valida Vn, siné només una aproximacié asimptotica, tenim
el segiient teorema de de Moivre:

Teorema 1.12.1 (de Moivre). Existeiz una constant ¢ € R tal que

nnt+1/2
nl~c
e’l’L
nn+1/26—n
Demostracio. Considerem la successié u, = — Tenim que
n!

n 1 1
lnu+1:<n—|—>ln<1—|—)—1
Up, 2 n

Aproximant el logaritme pel seu desenvolupament de Taylor de 3r grau, tenim que per x — 0,

2 33‘3

ln1+:p:x—?+?—|—o(a@3)
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Aleshores,

Ung1 NN /1 1 1 1
1 =(n+5) (- -55tagtol=))-1=
. Un, <n+2> <n 2 T3 O\ 3
1 1 n 1 1 n 1
= — — — ol — - ol —
3n2  4n? n2 12n2 n2

Donat que aquest valor és menor que 1 Vn, la suma dels v,, = Inu,+1 — Inu, convergeix. Pero
aquesta serie és telescopica, de manera que tenim que

. . /
E Inu,41 —Inu, = = lim lnu,y; =¢ = lim up,. 1 =¢° =c¢
= n—00 n—00
i>

Més tard, Stirling va determinar I'expressié exacta d’aquesta constant:

Teorema 1.12.2 (Stirling). La constant del teorema de de Moivre és ¢ = /27, és a dir,

n n
n! ~v2mn (—)
e

Aquesta aproximacié es coneix com férmula de Stirling.

1.12.1 Nombres binomials

Es poden fer moltes aproximacions dels nombres binomials, i depenent dels valors de n i k,
algunes seran més precises que d’altres. Una aproximacié poc fina pero valida Vn,k és la
segilent:

Proposicié 1.12.5. Per n,k tals que 0 < k < n,
n\k n e [T\
(&) = ()= ()
k k k

Demostracié. Per la desigualtat de lesquerra, sabem que n/k < (n —1i)/(k —i) per n > ki
i > 0, de manera que
(ﬁ>k<ﬁ‘“n—k+1 _(n
k/ — k 1 k

E\F
Per la desigualtat de la dreta, utilitzarem que segons 1.12.4, k! > () :
e

. (ﬁ)kzrgzn(n—l)..éfn—kﬁ-l) _ (Z)
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A continuacié veurem estimacions que sén més fines per casos particulars. En primer lloc,
definim una funcié que ens sera 1til.

Definicié 1.12.3 (Funcié d’entropia). Per z € [0, 1], definim la funcié d’entropia H(x) com
H(z) = —zlnz — (1 —x)In(1l — x)
Els signes negatius sén per tal que H(xz) > 0. En el cas z = 0, considerarem que 0 -1n0 := 0.

Proposicié 1.12.6.

L nH(k/m) < (™) < enttr/m)
n+1 k

Demostracié. Definim p = n/k. Aleshores,

<Z>pk(1 —p)m R <y <n.>pj(1 —p)" =1
i=o
Per tant,

(Z) < pik(l _p)nfk _ efklnpf(nfk) In(1-p) _ efnplnpfn(lfp) In(1-p) _ enH(p)

Per la cota inferior, farem servir que la successié (a;) definida com
n . .
o= (o
J
satisfa que a1 < - <app > -+ > ap. (Per demostrar-ho calculariem el quocient entre termes

consecutius de la successié). Aleshores, Vp,

n

1= (?)Pj(l —p)" < (n+1) <Z>p’“(1 )" =

=0

— n > 1 e_klnp—(n—k) In(1-p) = LG”H(:’J)
e n+1

En particular, gracies a aquesta proposicié tenim que

In (Z) = nH (i) +0O(nn),

de manera que si H(k/n) no és massa petit, les fites anteriors donen una bona aproximacié del
nombre binomial (ja que és un terme lineal en n amb error logaritmic en n).

A vegades no ens interessara coneixer el valor d’un coeficient binomial qualsevol, siné el valor
del coeficient binomial més gran de cada fila del triangle de Pascal (i.e. nombres binomials amb
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n fix). Suposant que el nombre de fila és parell, podem escriure n = 2m. Aleshores busquem
una aproximacié de

2m\ _ (2m)!

m ) (m!)2

Per valors de m grans, podem aproximar el factorial per la férmula de Stirling a dalt i a baix:

[

m

Donat que la suma de tots els nombres binomials de la fila 2m és 22, podem dir que el nombre
binomial central és aproximadament 1//7mm del total per a valors de 2m grans.

Per altra banda, si fixem k, aleshores tenim que

(1)~
A S R e B (B IR (R

Quan k és fix i n — o0, tots els factors de la dreta tendeixen a 1, de manera que el nombre
binomial tendeix a n*/k!.

Veiem que

Quan tant n com k sén grans, podem aplicar Stirling a tots els factorials:

<n> _ n! N (n/e)™V/2mn
k) kn—k)!  (k/e)sv2rk((n — k)/e)"F\/2n(n — k)

Fent que p := n/k, U'expressié anterior es redueix a

1 1 1 enH(p)
V2r \/np(1 —p) pF(L=p)" %\ 2rnp(1 - p)

1.12.2 Nombre de Striling de segon tipus

Recordem que els nombres de Stirling de segon tipus els haviem definit a partir d’una suma:

n 1
=1
(=0 ()
j=0
Aquesta expressié és complicada de tractar, aixi que per valors de n gran, utilitzarem ’aproxi-

macié segiient:

Proposicié 1.12.7. Per un cert k fix i n — oo, tenim que

e
k] K
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Demostracio. Ens és suficient veure que el limit del quocient quan n — oo és 1.

k .
e ST VL

1171;n ey _hran;( 1) <]> (kz) +1=1

1.12.3 Particions de n en k parts

Tal i com ja vam comentar, el nombre de particions es pot acotar a partir del nombre de
composicions:

Proposicié 1.12.8. Sigui px(n) el nombre de particions de n en k parts. Aleshores,

<Z: D < k! pr(n) < (” +k(§)1_ 1)

Demostracio. Tota particié es pot permutar per donar lloc a k! composicions. El problema és
que algunes d’aquestes poden ser iguals, de manera que el nombre de particions és més gran que
el nombre de composicions dividit per k! (desigualtat de l'esquerra).

Per veure la desigualtat de la dreta, donada una particié, podem fer tots els seus elements
diferents sumant 0 a I’element més petit, 1 al segiient, i aix{ successivament, fins a sumar k — 1
a ’element més gran. Aleshores, aquesta particié es correspondra exactament a k! composicions
diferents de n + (g) en k parts. El problema és que poden haver-hi composicions que no derivin
de cap particié, de manera que en lloc d’una igualtat hi tenim una desigualtat. ]

Observem que per a k fix i n — oo,

(O~ ()

1 /n—-1 nk-1
pe) ~ il 1) Y =

de manera que



Equacions de recurrencia i funcions
generadores

2.1 Equacions de recurrencia

Definicié 2.1.1 (Equacié de recurrencia). Donada una successié (a,), es diu que aquesta satisfa
una equacio de recurrencia d’ordre k si existeix una funcié g i un ng € N tals que per Vn > ng,

an = g(anfla <oy Qn—f, n)
Exemple 2.1.1. Un exemple d’equacié de recurrencia d’ordre 1 és a, = a,_1 + n, Vn > 1;

ag = 0. Moltes vegades ens interessa passar d’una successié expresada en forma recurrent a una
formula general que ens doni a, en funcié tnicament de n. Per exemple, la recurréncia anterior

correspon a la successié
n+1
Gp =
2

2.2 Funcions generadores

Definicié 2.2.1 (Funcié generadora). Donada una successié de nombres (a,), la funcié genera-
dora de (ay) és una funcié

A(z)=ag+ a1z +agz® +--- = Zanz”
n>0

és a dir, una serie de potencies on els coeficients sén els termes de la successié.

21
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Exemple 2.2.1. Sigui a,, = 1 ¥n una successio, la funcié generadora de (ay) és

A(z) = Z 2"

n>0

1
Iper|z| <1, A(z) = 1 .
—z

Notacié. Definim la funcié [2"] com una funcié que pren com a argument una serie de poteéncies

i torna el seu coeficient n-essim. Per exemple, sigui A(z) la serie de potencies donada per
A(Z) = ano anzn, aleshores

[2"|A(z) = ap

2.2.1 Nombres de Fibonacci

Sigui (F,,) la successié de nombres de Fibonacci, definida per Fy = 0, F; = 1, i per n > 2,
I’equacié de recurrencia

Fop=F, 1+ Fh o

Per estudiar el creixement asimptotic dels nombres de Fibonacci, tractarem amb la seva funcio
generadora. Sigui F'(z) la funcié generadora de (F},), aleshores

F(z2) =) Fo2"=Fy+Fiz+ Y (Fooy + Frg)2"

n>0 n>2
=Fo+ Fiz + Z Fp12" + Z F_92?
n>2 n>2

Aquest ultim pas en el qual hem separat les séries no esta del tot justificat, pero d’ara endavant
considerarem que les series “es comporten bé” i que podem operar amb elles algebraicament.

A continuacié expressem cada una de les series anteriors en funcié de F'(z):

F(2) = Fo+ Fiz+ 2(F(2) — Fy) + 22F(2) = 2 4+ 2F (2) + 2*F(2) =

z
- F(z):71_2_22

Un cop tenim una expressio tancada de la funcié generadora, per trobar els termes de la successio,
hem d’expressar-la en forma de serie de poténcies.
Pel cas de F(z) racionals, el procediment estandard és descomposar F'(z) en fraccions simples
de la forma
A
1— Bz

En el cas de la successié de Fibonacci,

Fe)=1——05~= (1 —az)(1—B2)




Matematica Discreta 23

1+V5 . 1—+/5 o
ona=——0—I B = 5 Descomposem en fraccions simples:
z A B 1
(2) 1—2z—22 1—ozz+1—ﬁz V5

A més, a partir de la férmula de la suma de la série geometrica, tenim que

1 _ n.n 1 _ n . n
1—az_n§>4:]az’ l—ﬂz_zﬁz

n>0

Aix{ doncs, la funcié generadora dels nombres de Fibonacci és

P = 22 | Stan =g
n>0

I per tant, el terme n-eéssim de la successié de Fibonacci sera el coeficient n-éssim de la serie de

poténcies:
1 (1B [1-vB\"
= 2 |

Donat que |5 < 1, " — 0 quan n — oo, de manera que asimptoticament la successié de
Fibonacci es comporta com una serie geometrica de rad a.

FnN1<1+J5>

NAWE

2.3 Seéries formals

Definicié 2.3.1 (Serie formal). Una serie formal és una seqiiencia a = (ag, ai,...) amb a; € C
on es defineixen les dues operacions segiients:

e a+b=(an+ by, n>0) (Suma)

e a-b= (Z apbp_g, n > O) (Producte de convolucid)
k=0

Observem que la suma és associativa, commutativa, té element neutre i invers, de manera que les
series formals s6n un grup Abelia respecte la suma. Per altra banda, el producte és associatiu,
commutatiu, té element neutre i és distributiu respecte la suma. Per tant, les series formals amb
la suma i el producte de convolucié sén un anell.

Definicié 2.3.2 (Anell de series formals). L’anell de series formals C[z] és el conjunt de series
formals amb la suma i el producte definits anteriorment.

Proposicié 2.3.1. a = (ag,a1,...) és invertible respecte del producte sii ag # 0.
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Demostracid. Si existeix b tal que a - b = 1, aleshores agbg =1 — ag # 0.

Reciprocament, si ag # 0, podem definir una seqiiencia b tal que a - b = 1. Ho definirem
recursivament:

1
apbp =1 = bO:aT)

1
arbg + aghy =0 = by = —;boal
0

i en general, per n > 1,
1
0
]

Exemple 2.3.1. La serie 1 — z = (1, —1,0,...) és invertible, ja que ag # 0. El seu invers és la
serie geometrica
1 2

— =14+z+2"4+...

1-=2
Observem que si fem el seu producte de convolucié,

1
(1—,>:)~1 =(1,1-1,1-1,...)=(1,0,0,...)

—Z

Aquest exemple és important perque observem que si interpretem les series com a funcions de
z, aleshores per z = 2,

1
ﬁ:_l mentre que 1 +2+22 4+ ... = o0
Per tant, quan manipulem algebraicament les series de poteéncies, hem de tenir en ment que

estem treballant amb representacions formals de les series, i que hi ha igualtats que poden no
ser valides per certs valors de z.

Una altra operacié que podem fer amb les seéries formals és la derivada, que es defineix de la
seglient manera:

Definicié 2.3.3 (Derivada formal). Si A(z) =}, - an2", definim 'operador derivada com

TAG) = A = Y na !

n>1

Podem definir les series exponencial i logaritme de la segiient manera:

—ln(l—z):ZiL—n

n>1
n

exp(z) = e* = Z %

n>0
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i amb aquestes definicions, observem que les series satisfan totes les propietats de les funcions,
com per exemple:

exp(z) exp(w) = exp(z + w)
log((A(2))™) = mlog(A(2))

Exemple 2.3.2. Les operacions amb series de potencies tindran molt a veure amb alguns dels
conceptes de combinatoria que vam estudiar en el primer capitol. Per exemple, suposem que
volem calcular la potencia m-essima de la série geometrica. Veiem que

m

1 n _ n
(=D >z =) e,

n>0 n>0

on ¢, és el nombre de maneres de triar m indexos tals que sumin n, és a dir,

<n+m—1>
Cp = .

Aquest exemple és un cas concret d’un teorema més general:
Teorema 2.3.1 (Férmula del binomi de Newton). Per a qualsevol o € C,
Q@
1 [} — n
1+20=% (n)
n>0

on definim extensid dels nombres binomials als complexos com

(a> _afa—1)...(a—n+1)

n n!

Demostracid. Sigui A(z) = (1 4 2)®. Veiem que A(z) es pot escriure com una série, ja que la
composicié de séries dona una serie, i

A(2) = exp(log(A(2))) = exp(alog(L + 2))

Per tant, Ja, tals que A(z) = > a,z". Considerem la derivada de la seérie logaritme:
n>0

d CA(R)  al+2)*t o«
a(logA(z)) CA(z) (142 142z

d’on treiem que (14 2)A’(z) = aA(z). Desenvolupant-ho, tenim que
(1+2) (a1—|—2a2z—|—3a322—|—...) :a(a0+alz—|—a222+...)

Es pot demostrar que ag = 1 (no ho demostrarem, pero intuitivament correspon al cas z = 0).
Aleshores, recursivament podem anar trobant els coeficients de la serie:

al] = oy — a1 = &
ala—1)

200 + a1 = a1 = a9 = 5
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i es pot comprovar que en general s’obté

(2

O]

2.4 Equacions de recurrencia lineals a coeficients constants i
homogeénies

Definicié 2.4.1 (Equaci6 lineal homogenia a coeficients constants). Diem que una successié a =
(ap,ai,...) satisfa una equacié lineal homogenia d’ordre k a coeficients constants, si existeixent
c1,C2,...,c € C tals que Vn > k,

ap = C10p—1 + -+ + CkAp_k

La gracia d’aquest tipus de successions és que tenim un teorema que ens permet trobar la seva
funcié generadora i per tant trobar una férmula tancada del seu terme general.

Teorema 2.4.1. Sia = (ag,a1,...) satisfa una equacid de recurrencia lineal homogénia d’ordre
k a coeficients constants, aleshores

Alz) = Plz)

1—c1z2— 922 — - — cp2F

on P(z) és un polinomi de grau menor que k. I en particular,

T
an = pi(n)af,
=1

on ai,...,ap sén les arrels de Q(2z) = 2F — c12F™1 — .. — ¢y, i els p;(n) son polinomis en n de

grau, menor que la multiplicitat de l'arrel ;.

Demostracio.

k—1
A(z) - Z anz" = Z anz" + Z (clan_1 +-- ckan,k) 2"
n=0

n>0 = n>k
——
Ak_l(z)
=Ax1(2)+ Z 12"+ + ¢k Z A 2"
n>k n>k

— Apa(2) + 1z (A(2) — Apa(2)) + -+ ek (A(2))

Afillant els termes amb A(z) veiem que

A(z) (1 —cCclz— = ckzk> = Ak 1(2) + 124 2(2) + -+ -+ Ckflzkfle(z)
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i s’observa que cada terme del polinomi de la dreta té grau menor que k.

Un cop trobada la funcié generadora, ’hem d’expressar com a serie de potencies per demostrar
la segona part del teorema. Per fer-ho, utilitzarem la férmula segiient:

1 _ n+m-—1\ , .
<1az>m‘7§< n >“

Aquesta férmula prové de l'observacié que cada terme amb «o™z" apareixera tantes vegades a
I’esquerra com solucions tingui I’equacié ny + - - - + n,, = n, on n; sén enters no negatius.

El polinomi caracteristic I’haviem definit com
Qz) =2F —c1ZF 1 - — ¢
Suposem que aquest polinomi es pot descomposar en
Qiz)=(z—a)™...(z—a)"
on my + ---+m, = k. Aleshores, fent el canvi z < 1/z, tenim que
l—ciz——pdf =1 —a2)™ .. (1 —ap2)™
Substituint a I’expressié que hem trobat abans de la funcié generadora, veiem que

P(2)

Az) = 1 —onz)™ ... (1—apz)™

Ho descomposem en fraccions simples:

Yy =Sy (M e

11]1 i=1 j=1 n>0

Observem que els coeficients n-essims d’aquesta série de potencies sén de la forma

T
an = _pi(n)af,
=1

on «; son les arrels del polinomi caracteristic de I’equacié de recurrencia i p; sén polinomis en n
de grau menor que m; (la multiplicitat de 'arrel «; en el polinomi caracteristic). O

2.5 Equacions de recurrencia lineals a coeficients constants no
homogenies

Definicié 2.5.1 (Equacié de recurréncia no homogenia). Una equacié de recurréncia no ho-
mogenia lineal i a coeficients constants és una equacié de la forma

Un = €1 + A1+ + cpan_i + f(n)

on f és una funcié de n qualsevol.
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Volem trobar una expressio de la funcié generadora governades per aquest tipus d’equacions de
recurréncia.

Proposicié 2.5.1. L’equacio generadora és

P(z)+ F(z)

1—ciz— - —cgzh

A(z) =

on P(z) és un polinomi de grau menor que k i F'(z) = > f(n)z"
n>0

Demostracio. Agafem 'equacié de recurreéncia, multipliquem per z™ als dos costats i sumem
Vn > k, obtenint

Z anz" =n>k(cran—1+ -+ cxan_g + f(n)) zx

n>k
Zanz =c Z an_12" + -+ ¢y Zan—kZ” + Z f(n)z"
n>k n>k n>k
=Ak_1(2)
A(z) — Ap_1(2) = c12 (A(2) — Ap—a(2)) + - -+ 12" A(2) + F(2) — Fi_1(2)
A(z) (1 —cz— - — ckzk> = P(z2)+ F(z)

O

Per una certa classe de funcions, podem trobar una expressié més explicita de la funci6é genera-
dora:

Proposicié 2.5.2. Si f(n) = p(n)a”™, on p(n) és un polinomi de grau k — 1 i a € C, aleshores

on P(z) és un polinomi de grau menor que k.

Demostracié. En primer lloc ho provarem per funcions del tipus f(n) = n*~la™. Ho provarem

per induccié sobre k. Per k=1, f(n) =a" = F(2) =

1—oaz
Per k > 1, per hipotesi d’induccié, tenim que

P,
kal(z) s A 1 an 2 A"
(1 n>0

Derivant aquesta serie, veiem que

F
B an Lyn -1 _ Fi(2)

z
n>1
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Per tant, només hem de veure que zF}_,(z) té la forma que volem que tingui F(z):

, B Pia(z) \ P —a)f L ralk-1)(1-az)" 2 P(2)
2Fy_1(2) =2 (1— az)k_l )2k—2

Simplificant els termes del numerador i denominador, ens queda una expressio de la forma

Py ()
(1-a)f

(1—az

tal i com voliem veure. Per extendre-ho a polinomis formats per diversos termes, simplement fa
falta aplicar la linealitat. O

Corol-lari 2.5.1. Si f(n) =pi(n)af +--- + pr(n)a), on p; son polinomis en n de grau menor
que k i o € C, aleshores F(z) i A(z) son fraccions racionals.

Exemple 2.5.1. Suposem que tenim ’equacié de recurrencia
an = 10a,-1 +n

que ens defineix una successio (a,) a partir de ag = 0. Aplicant la la proposicid,

n 1 r z
F(z):an —(1_2’)271_73—(1_2’)2

Per tant,

A(z) = Ctaar 12242
1-10z  (1-102)(1 - 2)2

Habitualment no substituim valors de z en A(z), ja que no sabem quan la serie és convergent,
pero si que sabem que per z = 0, A(z) = ap i convergeix. Per tant, imposant A(0) = ag = 0,
obtenim ¢ = 0. El seglient pas és transformar-ho en suma de fraccions simples:

2 B A B C
(1—102)(1—2)2_z<10—z+1—z+(1—z)2>

= Z (A10™ + B + (n+1)C) 2"t
n>0

Els nombres ,/as,+1 sén coneguts com nombres esquizofrenics, i presenten moltes propietats
interessants. Per exemple, quan sén irracionals, presenten expressions decimals molt periodiques.

2.6 Exemples

2.6.1 Nombres de Stirling de segon ordre

Recordem que definiem els nombres de Stirling de segon ordre

f



30 Povill Clarés, Xavier

com el nombre de particions de [n] en k parts.

Sigui S (z Z { }z amb {8} = 1. Per trobar la funcié generadora, utilitzarem la segiient

n n n—1 Tk n—1
k k—1 k
que es compleix per n > k > 1. Aleshores,

P i S M e

Aillant, tenim que

recurrencias:

z Zk

Tt e LG Ry vy P

Sk(2) =

Descomposant-ho en fraccions simples, tenim que

ko4
S — k J
K(z) =2 Z s
7j=1
Per a trobar els A;, tenim en compte que
1 A A
(1—-2)...01—kz) 11—z 1—kz

Per tant, per a un cert i fix,

1—iz 1
1—2)...(1—kz) (1—z)...(1—(z’—1)z)(1—(i—i—l)z)...(l—kz)_Ai—i_jz (1—j2)

Evaluant a z = 1/i, tenim que

1 ik*l(_l)kfi
(l—z)...(l—(i—l)z)(l—(i—i—l)z)...(l—kz) (i — 1)k —a)!

Aleshores, la funcié generadora és

A; =

Si(z) = 2 zk: Aj ZAZ _Z zk: DR
e =2 o), A G—Dik—

j=1 n>0 n>0 \ j=1

Els nombres de Stirling de segon ordre seran els coeficients d’aquesta serie:
ko e iy k
o= ey w s (e
BTG D) R

férmula a la qual ja haviem arribat en el capitol anterior.
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2.6.2 Nombres de Catalan
Sigui S, el conjunt de seqiiencies de -1’s i 1’s que sumen 0. Veiem que

1S, (QnT) n = 2m parell
Sp = |On| =
0 n senar

Una pregunta natural que ens podem fer a continuacié és quantes d’aquestes seqiiéncies no tenen
cap suma parcial negativa?

k

Definicié 2.6.1 (Nombres de Catalan). Sigui C),, = {(x1,...,22,) € Son : Y. x; > 0, Vk €
i=1

[2n]}. Aleshores diem que ¢, = |Cy,| és I'n-essim nombre de Catalan.

Per visualitzar millor aquestes seqiiencies, s’acostumen a utilitzar els camins de Dyck:

Definicié 2.6.2 (Cami de Dyck). Camins de (0,0) a (0,2n) a Z? amb passes (1,1) i (1,—1) i
que mai creuen l’eix d’abscisses.

Es pot veure facilment que hi ha una bijeccié entre els camins de Dyck de longitud 2n i les
seqiiencies de Catalan de longitud 2n, de manera que a partir d’ara ens hi referirem indistinta-
ment.

Per comptar el nombre de camins, definim C), j, com el conjunt de camins de Dyck de llargada 2n
i que toca per primer cop l'eix d’abscisses al punt (2k,0). Observem que el nombre de camins
d’aquest tipus és el nombre de camins de llargada 2k — 2 (pel primer tram) multiplicat pel
nombre de camins de llargada 2n — 2k. Per tant,

Cnk = Ck—1 " Cn—k

Aleshores,

n n n—1
Cp = ch,k = ch—l *Cn—k = Z Ck " Cpn—k—1
k=1 k=1 k=0

on definim ¢y = 1.

Aquesta equacié de recurrencia no és lineal, de manera que no podem aplicar els metodes vists
anteriorment. Observem pero que l'equacié de recurrencia pren la forma d’un producte de
convolucid, cosa que ens indica que ho podrem expressar com el producte de dues series.

Sigui C'(z) la seva funcié generadora, veiem que

n—1
C() =Y ens" =143 <Z ckqn_n-k) S =14 2(C(2))
k

n>0 n>1 =0

Resolent-ho tal com resoldriem una equacié de segon grau, tenim que

2C(2)? - C(2)+1=0 = C(2) = %,
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on considerem que C'(0) =1 = ¢o.

D’aquestes dues expressions, ens convé agafar la de signe menys, ja que si no per z — 0 tindriem
C(z) =2/0 = oo. Per tant, pendrem la funcié generadora

1—-—+v1—-14z

Clz) = 2z

Observem que la z dividint no ens provoca cap indeterminacié en z = 0, ja que

C(z) = 2712 (1-(-4'?) = i -y <1T/LQ> gran(—1)n

n>0
1 1/2
— 52” Z 1< / )4nzn—1(_1)n—1
n

Els nombres de Catalan seran els coeficients d’aquesta serie de potencies:

e = ;( 1/21) (—1)rant

n —+

Per expressar-ho de manera més senzilla, observem que

(1/2) _ l(2n—3)1!(_1>n,1

n n! AL

Substituint-ho en ’expressié anterior, tenim que

1 1 2n — 1! 2"
Cn, (@n = D o _ 1 (2n — 1)

T 2(n+ 1)l 20t " (n+1)

Completant el doble factorial amb els nombres parells, veiem que

2" (2n)! 1 <2n>
Cn = = =

n+12"7nin! T n+1\n

2.6.3 Particions d’enters

Recordem que haviem definit les particions de n com el nombre de solucions de 1+ - -+x, = n,
amb z1 > -+ > z, > 0 enters no negatius. La seva funcié generadora associada és

P(z) = 3 pln)="

n>0

En primer lloc, estudiarem el nombre de particions de n tals Vi € [n], 1 < z; < k. Euler va
trobar que la seva funcié generadora és

1

=1
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Demostracio.
k
1
H = E Pk E Pk
111 — 2=
=1 n>0 n>0

= Z (# nombre de solucions de n = ny + 2ng + - - - + kng) 2"
n>0

Observem que aquest coeficient es correspon amb pry 1y (n), ja que

n=n+2no+---+kn, < n=1+---+1+4+2+---+2+---+k+---+k

ni n2 Nk

O

Es interessant observar que aquest nombre és igual al nombre de particions de com a molt k
parts:

P,k () = p<k(n)

Aix0 es deu a que podem expressar les particions com a diagrames de Ferrers. Depenent de si els
llegim per files o per columnes, obtenim un tipus de particions o 'altre. Per exemple, suposem
que interpretem la longitud de la i-éssima fila del diagrama de Ferrers com z;. Aleshores,
p{l,...,k}(n) és el nombre de diagrames amb files de longitud menor que k. Invertint el diagrama,
obtenim un diagrama amb k files 0 menys, cosa que es correspon a una particié amb com a molt
k parts, que pertany a p<g(n).

A partir de la funcié generadora anterior, Euler va suposar que la funcié generadora de les
particions (on hi poden haver tants grups com es vulguin) seria

P =1l

k=1
A variable complexa es veura amb més detall el comportament d’aquesta funcid.

Aquests resultats es poden generalitzar, i per exemple el nombre de particions que només uti-
litzen els nombres 2, 71 9 té la funcié generadora

1 1 1 1

P{27779}(Z):1_Z21_z71_29_1_Z2_Z7+zll+z16_z18

Quan expressem aquesta serie com a fraccions simples, tenim que

A B C C;
Pra70y(2) = G- a2 a=n" 2.7 a;z

i el terme dominant del coeficient n-essim sera el corresponent a la primera fraccié, que sera

<n::2> — o(m?)

Aquest problema, el problema de trobar el nombre de particions amb un conjunt finit de sum-
mands possibles es coneix com el problema del canvi de Polya.
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Teorema 2.6.1 (Euler). Sigui pi(n) el nombre de particions de n en parts senars, i sigui pg(n)
el nombre de particions de n en parts diferents. Aleshores,

pa(n) = pi(n)
Demostracio. La funcié generadora és

Paz) = Y par" = (14 2)(1+ 25 = [[(1+2)

n>0 k>1
12 1 2%

- 14+ ok =

H( +Z)(1_Zk> Hl—zk

k>1 k>1

1

= H 1 — p2k—1 = Pi(z)

k>1

Donat que les funcions generadores son iguals, el nombre de particions de n de cada tipus també
sera igual per qualsevol n. O



Probabilitat Discreta

3.1 Espais de probabilitat

Per definir matematicament el concepte de probabilitat, definirem els esdeveniments aleatoris
com subconjunts d’un conjunt de referéncia, que anomenarem espai mostral.

Definicié 3.1.1 (Espai mostral). Un espai mostral és un parell (€2,.4) on Q és un conjunt i
A C 2% és una familia de subconjunts de Q que satisfa les segiients propietats:

L. Qe A
2. Si A € A, aleshores Q\ A=A € A

3. Si (Ap)n>1 6s una successié de conjunts de A, aleshores |J A, € A.
n>1

Les families de subconjunts que compleixen les propietats anteriors s’anomenen o-algebres:

Definicié 3.1.2 (o-algebra). Una o-algebra de conjunts de €2 és una familia de subconjunts de
) que conté a 2 i que és tancada per unions numerables i complements.

Proposicié 3.1.1. Sigui A una o-algebra de conjunts de . Aleshores,

1. P e A.

2. Si (An)n>1 €s una successio de conjunts de A, aleshores [ A; € A.
n>1

Demostracié. Per la primera, només cal veure que () = Q. Per la segona, donat que A4,, € A per
tot n,

U[lneA:> Uffn:ﬂAieA

n>1 n>1 n>1

35
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on hem aplicat una de les lleis de Morgan. O

Exemple 3.1.1. Considerem que tirem un dau. El conjunt d’esdeveniments possibles formen
el conjunt Q = {1,2,3,4,5,6}. A partir dels esdeveniments elementals, podem definir altres
esdeveniments, com “sortir parell” o “sortir més gran que 2”7, que es corresponen als subconjunts
{2,4,6} 1 {3,4,5,6}. La combinaci6é d’esdeveniments amb els connectors logics V, A o = es pot
traslladar a combinacié de conjunts mitjancant U, N i complements.

Aix{ doncs, l'esdeveniment “sortir parell i més gran que 2” es correspon a ANB = {4,6}, mentre
que “sortir imparell o més gran que 2”7 és AU B = {1,3,4,5,6}.

Els exemples més senzills de o-algebres sén A = {0}, Q}, la o-algebra trivial, i A = 29, la de tots
els subconjunts de 2.

Proposicié 3.1.2. Siguin A i B dues o-algebres. Aleshores, la seva interseccié C = ANB és
una o-algebra.

Demostracio.

1. Qe A, B — Qe AnB=C.
2. AcC = AcAB = Ac A B = AcC.
3. (A)n €C = (An € AB = U(A)n € A, B — (A € C.

O]

Donat que no tota familia de subconjunts és una o-algebra, a vegades ens interessa saber quina
és la o-algebra més petita que conté una certa familia de subconjunts:

Definicié 3.1.3. Sigui Ay C 2 una familia de subconjunts de Q. Definim la o-algebra (Ag)
generada per Ag com la menor o-algebra que conté Agy. Equivalentment,

(Ao)= [ A

ADAp
Per exemple, donat un conjunt A C €, la o-algebra que genera és (A) = {0, A, A, Q}.

Definicié 3.1.4 (Probabilitat). Una probabilitat sobre un espai mostral (£2,.4) és una aplicacié
Pr: A — [0, 1], que satisfa que

1. Pr(Q) =1.
2. Si (Ap)p>1 és una successié de conjunts de A disjunts dos a dos, Pr(|J 4,) = >_ Pr(4,).

Definicié 3.1.5 (Espai de probabilitat). Un espai de probabilitat és una terna (2, A, Pr) on A
és una o-algebra de conjunts de € i Pr és una probabilitat sobre (£2,.4). Direm que aquest espai
és discret si ) és numerable.

Algunes propietats immediates de la definicié sén:
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Proposicié 3.1.3.

1. Pr(A) =1— Pr(A).
2. Si A C B, aleshores Pr(A) < Pr(B).
3. Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).

4. Si (Ap)n>0 €s una successid de subconjunts de A, Pr(Up>04y) < ano Pr(A,).

v

. Si Uespai és discret i A conté els elements de 0, Pr(A) =3 ., Pr({w}).
Demostracio. A classe es va deixar com a exercici.

1. Sigui A € A. Ai A sén disjunts, de manera que Pr(AUA) = Pr(A) +Pr(A) = Pr(A) =
Pr(Q) — Pr(A) =1—Pr(A).

2. SiAC B, ANB=0. Amés, AUB € A. Aleshores,

Pr(A) + Pr(B) =Pr(AUB) <1 = Pr(4) <1-(1-Pr(B)) =Pr(B)

3. Observem que A\ (AN B), B\ (AN B) i AN B s6n disjunts. Per tant,
Pr(AUB) =Pr(A\ (ANB))+Pr(B\(ANB))+Pr(ANB) =
= Pr(A) +Pr(B) —Pr(ANB)

4. Donada una successié (Ay)n>0 C A, tenim que
n—1
U4.=1]] (An\ UAZ)
n>0 n>0 i=0

Aleshores, aplicant primer 3.1.3 i després 2:

Pr(Unzodn) = Y Pr(A, \U'Zf 4;) <> Pr(Ay)

n>0 n>0

5. Sigui A € Q. Donat que lespai és discret, A = | |, ~;{wn}. Per hipotesi, tots els {w;}
pertanyen a A, de manera que

Pr(A) = > Pr({wn})

n>1
]

Observem que si Q@ = {wj,ws,...} és un conjunt numerable i A = 29 aleshores qualsevol
assignaci6 de Pr(w;) = p;, amb 0 < p; <11 ) . p; =1 és una probabilitat sobre (£2,.A).
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En particular, si Q2 és un conjunt finit i Pr(w) = 1/ (€| per a tot w € Q, aleshores, per a qualsevol
subconjunt A C €,

_ A

Pr(A4) = Q)

En aquest cas es diu que Pr és una distribucié uniforme sobre € i el calcul de probabilitats és
equivalent a ’enumeracié de conjunts.

La féormula d’inclusié-exclusié té una formulacié analoga en probabilitats, que presentarem a
continuacié. En el cas de la distribucié uniforme, és equivalent al principi d’inclusié-exclusio
en enumeracié, de manera que és una extensié a qualsevol distribucié de proabbilitat d’aquest
principi enumeratiu.

Proposicié 3.1.4 (Férmula d’inclusié-exclusié). Siguin Aq,..., A, successos en un espai de
probabilitat (2, A, Pr). Aleshores,

Pr(nf Ai) = ) | (=D)L Pr(nierAy)
IC[n]

Demostracio. La demostracié la veurem més endavant, com a cas particular d’un resultat més
general. O

3.2 Independencia i probabilitat condicionada

Definicié 3.2.1 (Independeéncia). Sigui (€2,.4, Pr) un espai de probabilitat. Es diu que A, B € A
sén independents si

Pr(ANB) =Pr(A) - Pr(B)

En general, direm que una familia de conjunts Ai,..., A, és independent si, per a qualsevol
subconjunt I C [n],

Pr(NiesA;) = [ [ Pr(4))
el

Es important tenir en compte que la independeéncia d’una familia de conjunts és una propietat
global de la familia i que, per tant, no és suficient ni que els conjunts siguin independents dos a
dos ni que

n

Pr(niz; 4;) = [ [ Pr(4)

i=1
Exemple 3.2.1. Sigui Q = {w1, we, w3, ws,ws}, amb

Pr(w1) =1/8, Pr(ws) = Pr(ws) = Pr(wy) =3/16, Pr(ws) =5/16
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Siguin A = {wy,we, w3}, B = {w1,wz, w4} 1 C = {wi,ws,ws}. Aleshores, veiem que

Pr(A) = Pr(B) = Pr(C) = %
Pr(ANBNC) = é — Pr(A)Pr(B)Px(C)
perd en cani
PHANB) = % # | = Pr(A)Pr(B)

de manera que A, B i C no sén independents.

Un exemple de que la independeéncia dos a dos tampoc garantitza la independencia global és el
segiient:

Exemple 3.2.2. Sigui
Q={0,1}"={(z1,...,zy) : x; € {0,1}}

el conjunt de seqiiencies binaries de llargada n. Sigui A;; I’esdeveniment z; = x;. Aleshores, és
facil comprovar que Ai1s, A13 i Aos sén independents dos a dos, perd no ho sén en conjunt, ja
que

1 1
PI"(A12 N As3 N A12) =-#-= PI‘(AIQ)PI"(Agg)PI'(Alg)
4" 8

Quan dos esdeveniments A, B no sén independents, la probabilitat de la seva interseccié pot
ser més gran o més petita que Pr(A)Pr(B) en funci6 de la dependeéncia que hi ha entre els
dos esdeveniments. Aquesta dependeéncia es mesura mitjancant el concepte de probabilitat
condicionada:

Definicié 3.2.2 (Probabilitat condicionada). Sigui (€2,.A, Pr) un espai de probabilitat i sigui
B € A amb Pr(B) > 0. Definim la probabilitat condicionada a B com la probabilitat sobre
(€2, A) donada per I'aplicacié

Pr(-|B) :A —[0,1]
Pr(An B)

A 5B

Demostracié. Per tal que la definicié tingui sentit, hem de veure que Pr(:|B) és efectivament
una probabilitat. En primer lloc,

Pr(QNB) Pr(B)
Pr(B)  Pr(B)

Donada una familia numerable de conjunts (A, ), disjunts dos a dos,

Pr((UpA,)NB)  Pr(U,(4,NB)) > Pr(4,NB)
Pr(B) B Pr(B) B Pr(B)

on s’ha utilitzat que si A; i Aj sén disjunts, aleshores A; N B i A; N B també. O

Pr(Q|B) = =1

Pr(UpAn|B) =



40 Povill Clarés, Xavier

La probabilitat condicionada és una renormalitacié de la probabilitat dins el nou espai mostral
definit pel subconjunt B. S’interpreta com la probabilitat d’un esdeveniment “sabent que B
s’ha realitzat” (ja que Pr(B|B) =1 i per tant B és un esdeveniment segur).

Observem que A i B (successos amb probabilitat no nul-la) sén independents si i només si
Pr(A|B) =Pr(A) i Pr(BJA)=Pr(B)

Per tant, intuitivament, A i B s6n independents si el fet que ocorri B no altera la probabilitat
de que ocorri A, i viceversa.

La probabilitat condicionada ens permet escriure una férmula general per la probabilitat de la
interseccio:

Proposicié 3.2.1. Siguin Ay, ..., Ay, successos en un espai de probabilitat amb Pr(A;) > 0 per
a tot 1. Aleshores,

PN A;) = Pr(Ay) Pr(As| A1) Pr(As| A1 N As) ... P Ap| Ay N A3 00 Ay )

Demostracio. Es comprova substituint a la dreta per la definicié de probabilitat condicionada i
simplificant els factors repetits. O

En moltes situacions, tenim informacié sobre les probabilitats condicionades i volem trobar la
probabilitat sense condicionar. En aquests casos utilitzarem la férmula de probabilitat total:

Proposicié 3.2.2 (Férmula de probabilitat total). Sigui By, ..., B, una particié de Q0 en un
espai de probabilitat (2, A, Pr). Si Pr(B;) > 0 per a tot i, aleshores, per a qualsevol A € A,

Pr(A) = Pr(A|B1)Pr(B1) + - - - + Pr(A|By,) Pr(By,)

Demostracié. Observem que A = (AN By)U---U(ANB,). Per tant,

Pr(A) = Pr(AN By) + -+ Pr(AN By) = Pr(A|By)Pr(B) + - - - + Pr(A|B,)Pr(B,)

En particular, si 0 < Pr(B) < 1,
Pr(A) = Pr(A|B)Pr(B) + Pr(A|B)Pr(B)

Sovint, de les dues probabilitats condicionades Pr(A|B) i Pr(B|A) n’hi ha una que és més facil
de calcular. La férmula de Bayes ens permet relacionar-les:

Proposicié 3.2.3 (Férmula de Bayes). Siguin A, B esdeveniments en un espai de probabilitat
amb Pr(A), Pr(B) > 0. Aleshores,

- Pr(B|A)Pr(A)
PrAIB) = 5 BIA Pr(A) + PHBIAP(A)
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Demostracio. De la definicié de probabilitat condicionada,
Pr(A|B)Pr(B) = Pr(AN B) = Pr(B|A)Pr(A)
Aplicant la férmula de la probabilitat total,

Pr(B|A)Pr(A) Pr(B|A)Pr(A)
Pr(B) ~ Pr(B|A)Pr(A) + Pr(B|A)Pr(A)

Pr(A|B) =

3.3 Variables aleatories

Habitualment s’identifiquen els esdeveniments d’un espai de probabilitat amb nombres reals.
Aixi aconseguim estandaritzar la teoria de probabilitat i no hem de treballar amb esdeveniments
arbitraris, sin6 amb esdeveniments representats per nombres reals. Per exemple, el resultat de
tirar una moneda s’identifica amb © = {0,1} i el de tirar un dau amb Q = {1,...,6}. La
definici6 formal és la segiient:

Definicié 3.3.1 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria sobre un espai de probabilitat
(Q, A, Pr) és una aplicacié X : Q@ — R tal que, Yz € R, el conjunt {w € Q : X(w) < x} pertany
a A.

Direm que la variable aleatoria X és discreta si Im(X) és numerable.

En la definici6 es vol assegurar que, per a cada x € R, el conjunt X ~!((—o0,]) = {w € Q :
X(w) < z} pertany a la o-algebra A, i que per tant se’n pot calcular la probabilitat. En
particular, podrem calcular la probabilitat dels esdeveniments X 1(A4) = {w € Q : X(w) € A}
per a tots els conjunts A C R que pertanyen a la o-algebra generada pels intervals de la forma
(—o00, z]. Aquesta familia de subconjunts de R, que conté tots els intervals oberts, s’anomena la
o-algebra de Borel de R, i es denota per B(R).

Observacid. Per a a,b € R, a < b, els intervals (—o0,a), (a,), (a,b), (a,b] i [a,b] formen part
de la g-algebra de Borel.

Demostracié. En els apunts oficials es deixa com a exercici.

®
)
=
|
D)
3
\4
—_
—
Q
|
—
~
=
S
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Observem aleshores que amb la o-algebra de Borel tindrem definida la probabilitat de que X es
trobi en un d’aquests intervals.

La distribucié de probabilitat d’una variable discreta s’identifica amb la seva funcic de distribucio
de probabilitat i la seva funcio de probabilitat.

Definicié 3.3.2 (Funcié de probabilitat). La funcié de probabilitat d’una variable aleatoria
discreta és una aplicacié de Im(X) a R definida com Pr(X = z) := Pr({w € Q: X(w) = z}).

Definicié 3.3.3 (Funcié de distribucié de probabilitat). La funcié de distribucié de probabilitat
d’una variable aleatoria X és l'aplicacio

Fx :R —[0,1]
z— Pr(X <z

on definim {X <z} :={weQ: X(w) <z}

Observem que la funcié de distribucié d’una variable aleatoria discreta és una funcié esglaonada,
amb discontinuitats de salt en els z tals que Pr(X = x) > 0, com es pot veure a la figura 3.1.

1 —
—
—
—
—
—
1 2 § 1 3 &

Figura 3.1: Funcié distribucié de probabilitat pel llancament d’un dau

Per tal de dir que dues variables aleatories sén independents, demanarem que tots els esdeveni-
ments associats a cadascuna de les variables aleatories siguin independents:

Definicié 3.3.4 (Independéncia de variables aleatories). Dues variables aleatories s6n indepen-
dents si els esdeveniments {X < x} i {Y < y} sén independents per a cada z,y € R.

Si X 1Y sén variables aleatories discretes, una definicié equivalent és que els esdeveniments
{X =2} i {Y =y} sén independents per a cada z,y € R.

Amb un lleuger abus de notacid, escriurem {X = z,Y = y} per referir-nos a la interseccié
{X =2} n{Y =y}. Aixi doncs, dues variables aleatories discretes sén independents si

PriX=2,Y=y)=Pr(X=2)Pr(Y =y), Vr,yeR

3.4 Models discrets de probabilitat

En aquesta seccié estudiarem alguns models aleatoris basics a partir dels quals es poden estudiar
fenomens aleatoris més complexos.
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3.4.1 Uniforme

Suposem que tenim una variable aleatoria X que pren valors en un conjunt finit {ai,...,an}.

Definicié 3.4.1 (Distribucié uniforme). Direm que X segueix una distribucié uniforme si Vi €

],

Per denotar-ho, escriurem X ~ U(n). Sense perdua de generalitat, considerarem aleshores que
X pren valors en [n].

En un model uniforme, el calcul de probabilitats esta relacionat directament amb la enumeracio,
ja que per qualsevol subconjunt A C [n], tenim la férmula classica de “casos favorables entre
casos possibles”:

|A]

Pr(X € A) = —
n

3.4.2 Bernouilli

Considerem un espai de probabilitat (€2,.4,Pr) i un esdeveniment A € A. En el model de
Bernouilli, només es considera si A ha succeit o no. Es a dir, el model de Bernouilli pren un
cert A € A1iassocia els w € A amb un resultat positiu (X (w) =1) iels w ¢ A amb un resultat
negatiu (X (w) =0). A aquesta variable aleatoria la denominarem 1 4:

1, wed
la(w) == {0 o A

La seva funcié de probabilitat ve donada per

Pr(la=1)=0p
Pr(la=0)=1—-p

Quan X segueix una distribucié de Bernouilli on Pr(A) = Pr(14 = 1) = p, ho denotarem com
X ~ B(p).

3.4.3 Binomial

En el model binomial considerem una experiéncia de Bernouilli (i.e, en la qual només ens fixem
en si un esdeveniment A es produeix o no) i la repetim un nombre n fix de vegades. La variable
aleatoria binomial compta el nombre d’“exits” en les n repeticions (i.e, el nombre de vegades
que ha succeit A).

Els parametres de la distribucié binomial sén el nombre de repeticions n i la probabilitat d’exit
p. Escriurem per tant X ~ Bin(n,p). Cada resultat es pot identificar amb una seqiiencia
binaria (z1,...xy,), amb z; € {0,1}, on X compta el nombre de 1’s. Com que les repeticions
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s6n independents, la probabilitat d’una seqiiencia amb k 1’s és p*(1 — p)"~*, de manera que la
funcié probabilitat és

Pr(X =k) = (Z)pk(l —p)"* amb k=0,1,...,n

Observem que, en general, si Xi,..., X, sén variables aleatories de Bernouilli, X; ~ B(p), i
independents entre elles, aleshores X = X; + --- + X, segueix la distribucié binomial X ~
Bin(n, p).

3.4.4 Poisson

En una funcié de probabilitat amb n gran i p petita, el coeficient binomial pot ser molt gran
i les potencies de p molt petites, de manera que resulta poc eficient calcular numericament la
funcié de probabilitat. En aquesta situacié, molt freqiient en la practica, podem aproximar la
distribucié binomial asimptoticament:

Proposicié 3.4.1. Sigui X,, ~ Bin(n,\/n) per a un cert A € RY. Aleshores, Vk € {0,1,...,n},

)\k:
lim Pr(X, =k) = =

Demostracié. Sigui p, = A/n. Per a k fix i n — oo, tenim

n _ nk _ npp)* A\ _ AP

k

La variable aleatoria X que prén valors de naturals amb la funcié de probabilitat

)\k
Pr(X =k) = ge_)‘, per k=0,1,2,...,

es coneix amb el nom de variable aleatoria de Poisson, i escriurem que X ~ Pois(A). Com hem
vist abans, un model de Bernouilli amb un gran nombre n de repeticions i probabilitat d’exit p
petita s’aproxima per una distribucié de Poisson amb parametre A = np.

3.4.5 Geometrica

Sigui X una variable aleatoria que compta el nombre de repeticions independents d’una variable
aleatoria de Bernouilli Y ~ B(p) fins que apareix el primer éxit. Aleshores, diem que X té una
distribucié geomeétrica, i ho representem com X ~ Geom(p).

La funci6 de probabilitat d’una variable geometrica és

Pr(X =Fk)=(1—p)*1p, amb k=1,2,3,...
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i la seva funcié de distribucié de probabilitat és

Pr(X >k) = Pr(X =i)=> (1-p) 'p=p(1—p)*>) (1-p) =(1-p)*

i>k i>k 3>0

Habitualment es diu que les variables aleatories geometriques “no tenen memoria”, ja que
Vk,m >0,

Pr(X >k+m 1 — p)ktm
Pr(X >k+m|X >m) = lgr(X>m) ) = ((1_])9)m

=(1-p)*=Pr(X > k)

La segiient proposicié ens diu que el reciproc també és cert:

Proposicié 3.4.2. Sigui X una variable aleatoria que prén valors naturals 1,2,... amb Pr(X =
1) =p>0. S X no té memoria, aleshores X ~ Geom(p).

Demostracio. Si X no té memoria, aleshores per a cada parell d’enters k, m,
Pr(X >k+m|X >m)=Pr(X >k) = Pr(X >k+m)=Pr(X >k)Pr(X >m)
En particular, per m =1,
Pr(X > k+1) =Pr(X > k)Pr(X > 1) =Pr(X > 1) = (1 — p)kHt
Aix0 determina la funcié de probabilitat, ja que
Pr(X=k)=Pr(X >k) —Pr(X>k+1)=0-pf -1 -prt=0-pFp

i per tant X ~ Geom(p). O

3.4.6 Hipergeometrica

Suposem que tenim una urna amb b boles blanques i n boles negres. Sigui N = b+n. Extraiem k
boles de la urna sense reposicié. Aleshores, diem que la variable X que compta el nombre de boles
blanques en la mostra segueix una llei hipergeometrica X ~ HGeom(n,b, k). Els parametres
d’aquest model sén N, el nombre total de boles, b, el nombre de boles blanques, i k, el nombre
de boles que s’extreuen. La funcié de probabilitat és

<b> ( : )
i) \k—1
Pr(X =i)= N2\ "/
HX =) N
k
Al denominador hi trobem el nombre de mostres de mida k& d’una poblacié de mida N, que

tenen totes la mateixa probabilitat. Al numerador, es compta quantes d’aquestes mostres tenen
i boles blanques i k — i boles negres.
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Perque el model tingui sentit, s’ha de satisfer que 0 < ¢ < b, 0 < k—-i<nil0 <k <N.
Aquestes condicions queden implicitament recollides a la férmula anterior, ja que recordem que
haviem definit els nombres binomials de manera que

(?) —0,sileZ\{0,1,...,m}

Observem que el model binomial dona la probabilitat d’extreure b boles blanques en k extraccions
amb reposicié, mentre que el model hipergeometric correspon al cas sense reposicié. Els dos
models s6n semblants (i.e. la distribucié de probabilitat és asimptoticament la mateixa) si NV
és molt gran en relacié a k, ja que llavors les boles extretes i no reposades sén negligibles en
comparacié amb el gran nombre de boles que encara hi ha a la urna.

3.5 Esperanca i variancia

Els moments d’una variable aleatoria sén nombres que recullen informacié sobre la distribucid
de probabilitat de la variable aleatoria. El moment més senzill és I'esperanca, o valor mitja.

3.5.1 Esperanca

Definicié 3.5.1 (Esperanca). Sigui X una variable aleatoria discreta que prén valors al conjunt
numerable X C R. L’esperanca de X és

E(X)=> zPr(X =z)

rzeX

que esta ben definida si la serie és absolutament convergent (ja que hem de poder reordenar els
seus termes com vulguem sense canviar el seu valor).

Si X pren valors a un conjunt finit {aq,...,a,} amb la distribuci6é uniforme Pr(X = a;) = 1/n,
aleshores

E(X) = Zn:aiPr(X =a;) = :LG:ai
i=1 i=1

és a dir, 'esperanca d’una variable uniforme és el valor mitja (la mitjana aritmetica) dels esde-
veniments possibles. Per a aquest motiu a ’esperanca també se la coneix com a valor mitja de

X.

Si X pren valors a un conjunt infinit numerable, aleshores E(z) és una seérie numerica que
en general pot no ser convergent. Si la serie divergeix, diem simplement que la variable no té
esperancga. També direm que la variable no té esperanca si la serie convergeix pero no convergeix
absolutament, ja que en aquest cas es podrien reordenar els termes de la suma per tal que la
serie tingués un altre valor, i 'esperanca no estaria ben definida.
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Exemple 3.5.1. Sigui X la variable aleatoria que pren valors als enters positius amb funcié de
probabilitat
6 1
Pr(X =n)=—=—
r( n) T2 n2
Aleshores, ’esperanca de X és
6 1
Pr( X =n)=— — =
E n Pr( n) = E ~ =

n>1 n>1

que és una serie divergent. Per tant, direm que la variable X no té esperanca.

La propietat basica de ’esperanca és la seva linealitat:

Proposicié 3.5.1. Siguin X,Y dues variables aleatories discretes, i sigui A € R. Aleshores,

E(X +Y) = E(X) + E(Y)
E(AX) = AE(X)

Demostracio. Per a la primera,

EX+Y)= Y (z+yPr(X=2Y =y)

zeX yey

= ZxZPr(X::L‘,Y:y)—I—ZyZPr(X::L‘,Y:y)
zeX yey yey zeX

= Z zPr(X =z)+ ZyPr(Y =)
reEX yey

=E(X)+E(Y)

Per a la segona, si A = 0 és directe, mentre que si A # 0, utilitzem que Pr(AX = A\z) = Pr(X =

x):

EOAX) =) APrAX =Xz) =AY aPr(X = z) = AE(X)
zeX reX

O

A continuacié calcularem 'esperanca en cadascun dels models basics de probabilitat de la seccid
anterior.

e Bernouilli: Si X ~ B(p), aleshores E(X) =0Pr(X =0)+ 1Pr(X =1) =p.

e Binomial: Si X ~ Bin(n,p), aleshores X es pot expressar com a la suma de n variables
de Bernouilli, i, donat que 'esperanga és lineal, E(X) = np.

e Poisson: Si X ~ Pois()\), aleshores

2k Y . 21
E(X):ZkPr(X:k):Z(k_l)!e = Xe Z(k:—l)!_
k>0 k>1 2

—_———

e
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e Geomeétrica: Si x ~ Geom(p), aleshores

B(X) =3 kPr(X =k) =S k(1 —p) lp=pY k(1 —pfpt= — 2 1

(1 —))2
k>1 k>1 k>1 (1-(1-=p)* »p
on hem utilitzat que la serie que teniem era la derivada d’una serie geometrica de raé 1 —p.

e Hipergeomeétrica: Si X ~ HGeom(n,b, N) (on n és el nombre d’extraccions, b el nombre
de boles blanques i N > b, n el nombre total de boles), aleshores X es pot escriure com la
suma de n variables de Bernouilli amb probabilitat /N i

nb

E(X) = -

Si les extraccions sén amb reposicié obtenim una binomial amb el mateix valor mitja.

3.5.2 Variancia

De manera analoga a ’esperanga, podem definir els moments d’ordre k:

Definicié 3.5.2 (Moment d’ordre k). Sigui X una variable aleatoria amb esperanca E(X) = m.
El moment d’ordre k de X és

E(X*) =) 2" Pr(X = x)
reX

i el moment centrat d’ordre k és

E(X —m)f) => (z—m)"Pr(X =)
TeEX

Definicié 3.5.3 (Variancia). La variancia d’una variable aleatoria X és el seu moment central
d’ordre 2:

Var(X) = E((X —m)?)
i la seva arrel quadrada ox = \/Var(X) és la desviacid tipica de X.

Habitualment la variancia es calcula desenvolupant el quadrat:
Var(X) = E((X —m)?) = E(X?) — 2mE(X) + m? = E(X?) — E(X)?
De la definicié de variancia tenim a més que
Var(aX +b) = E(((aX 4+ b) — E(aX +b))?) = E(a*(X — E(X))?) = a*Var(X)

és a dir, la variancia és invariant per translacions i les constants multiplicatives poden sortir a
fora elevades al quadrat (i.e. és un operador quadratic).

Recordem que haviem definit la independeéncia de dues variables aleatories com que totes les
parelles d’esdeveniments possibles fossin independents:
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Definicié 3.5.4 (Independencia). Les variables aleatories X i Y sén independents si Vz, y,
PriX=2Y=y)=Pr(X=2)Pr(Y =y)
Aixi, per exemple, tant una variable aleatoria que segueixi una distribucié binomial com una

que segueixi una distribucié hipergeometrica estan formades per la suma de variables aleatories
de Bernouilli, pero en el primer cas sén independents mentre que en el segon no.

La nocié d’independéncia ens és 1til per calcular variancies degut a la proposicié segiient:

Proposicié 3.5.2. Siguin X i Y dues variables aleatories independents. Aleshores,

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y)

Demostracio. De la definicié de variancia, tenim que
Var(X +Y) =E(X +Y)?) —E(X +Y)?
=E(X?) +E(Y?) +2E(XY) - E(X)? - E(Y)? - 2E(X)E(Y)

Donat que les variables sén independents,

E(XY) =) ) ayPr(X =2,Y =y) =Y aPr(X =2)) yPr(Y =y) =E(X)E(Y)

Aleshores,
Var(X +Y) = E(X?) - E(X)? + E(Y?) — E(Y)? = Var(X) + Var(Y)
O

A continuacié calcularem la variancia en cada un dels models basics de probabilitat que hem
vist anteriorment.

e Bernoulli: Si # ~ B(p), aleshores E(X?) = E(X) = pi Var(X) = E(X?) — E(X)? =
p — p? = pg. Observem que, si ho interpretem com una funcié de p, la variancia sera
maxima per p = 1/2, i s’anul-lara quan p = 0, 1.

e Binomial: Si z ~ Bin(n,p), aleshores X es pot expressar com la suma de n variables de
Bernoulli B(p), i per tant

Var(X) = npq
e Poisson: Si X ~ Pois()\), aleshores

E(X%) =S KPr(X =k =Y k(k—1)Pr(X =k)+ > kPr(X =k) =

k>0 k>1 k>1
Ak—?
:)\26_)\2 FA=24
— 2N
= (k—2)!
A

Per tant, la variancia és

Var(X) =E(X?) —E(X)2 =224+ A -2 =)



50 Povill Clarés, Xavier

e Geometrica: Si X ~ Geom(p), aleshores

E(X%) =S KPr(X=k) =Y k(k—1)Pr(X =k)+ > kPr(X =k) =

E>1 k>2 k>1
1 2
=pg > k(k—1)g" 24— ="y -
- p P D

Per tant, la variancia sera

Var(X) = E(X?) - E(X)? =

3.6 Desigualtat de Txebixov

3.6.1 Desigualtats de Markov i Txebixov

Hem definit la variancia com la mitjana dels quadrats de les desviacions de la variable aleatoria
respecte a l’esperanca. Per tant, es pot entendre la variancia com una mesura de com de
dispersos es troben els valors de X. Aquest sentit queda reflectit en la desigualtat de Txebixov,
que veurem a continuacié. Primer veurem una desigualtat semblant per a ’esperanca:

Teorema 3.6.1 (Desigualtat de Markov). Sigui X una variable aleatoria amb esperanca finita.
Si X pren valors positius, aleshores per a tot a € RT tenim que

E(X)

Pr(X >a) <
a

Demostracio. Tenim que
E(X) = ZxPr(X =u1x)> ZxPr(X =u1x)> ZaPr(X =z)=aPr(X >a)
T r>a T>a

on hem utilitzat que X no pren valors negatius. O

Teorema 3.6.2 (Desigualtat de Txebixov). Sigui X wuna variable aleatoria amb esperanca i
variancia finita. Aleshores, per a tot a € R™, tenim que

Pr(|X — E(X)| > a) < VoY)

Demostracié. Aplicant la desigualtat de Markov a la variable aleatoria (X —E(X))?2, tenim que

E((X — E(X))?)
2

Pr(|X —E(X)| >a) = Pr((X —E(X))? >d?) < -

i per la definicié de variancia,

E((X — E(X))?) = Var(X)
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Observem que, prenent a = ok (on o és la desviacié estandard), podem escriure també la
desigualtat de Txebixov com

1
Pr(|X — E(X)| > ko) <
Aixi podem saber, per exemple, que la probabilitat que una variable aleatoria es desvil més de
dues desviacions estandard de I’esperanga és més petita que 1/4.

La desigualtat de Txebixov té 'avantatge que és val-lida per qualsevol distribucié, pero per
segons quins casos pot no donar una fita gaire bona.

3.6.2 Llei dels grans nombres

Suposem que tenim un espai de probabilitat (Q2,.4,Pr). Aleshores, donat un A € A amb
Pr(A) = p, podem definir la variable aleatoria X ~ Bin(n,p) com el nombre d’aparicions de A
en n repeticions independents.

A partir d’aquesta variable, podem definir la freqiiéncia relativa de A com la variable aleatoria
X/n, que veiem que compleix que E(X/n) = p i Var(X/n) = pg/n.

Amb aquestes definicions podem enunciar el resultat segiient:

Proposicié 3.6.1 (Llei dels grans nombres). La freqiiéncia relativa d’un esdeveniment A tendeix
a la seva probabilitat p = Pr(A) quan el nombre de repeticions tendeix a infinit.

Demostracidé. Donat que E(X/n) = p, hem de veure que, per tot € > 0,
Pr(|X/n —E(X/n)| >¢) -0 quann — oo
Per un € > 0 fixat, per la desigualtat de Txebixov tenim que

< Var(X/n) _ pq

Pr(|X/n —E(X/n)|) > ¢) 2 e

Aleshores, aquest valor tendira a zero per n — oo. ]

3.7 Funcions generadores de probabilitat

Quan treballem amb variables aleatories discretes que prenen valors als naturals, podem consi-
derar les seves funcions generadores:

Definicié 3.7.1 (Funcié generadora de probabilitat). Sigui X una variable aleatoria discreta
que pren valors als naturals. Aleshores definim la funcié generadora de probabilitat de X com

Gx(z) =) Pr(X =n)z"

n>0

que es correspon a la funcié generadora de la successié (Pr(X = k)),.
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Una caracteristica de les funcions generadores de probabilitat és que es poden representar com
una esperanca:

Proposicié 3.7.1. Sigui X una variable aleatoria discreta que pren valors als naturals. Ales-
hores,

Demostracio. Recordem que definiem 'esperanca d’una funcié de la variable aleatoria com
E(f(X)) =) f(z)Pr(X = =)

Aleshores, per aquest cas concret,

E(z%) = sz Pr(X =2) =Gx(z)
x>0

O]

Alguns exemples de funcions generadores de probabilitat per a distribucions de probabilitat que
haguem vist son:

e Bernoulli: Si X ~ B(p), aleshores

Gx(z)=Pr(X =0)+Pr(X =1)z=q+p=

e Binomial: Si X ~ Bin(n,p), aleshores

Gx(2) = i (Z)pkq”_kzk = (pz+q)"

k=0

e Poisson: Si X ~ Pois(\), aleshores

Ak
G)((Z) _ Z ye—)\zk _ 6)\26—)\ _ e—)\(l—z)
k>0

e Geomeétrica: Si X ~ Geom(p), aleshores

_ bz
Gx(e) = _pa ' = o
k>1 q

Les funcions generadores de probabilitat sén 1tils per trobar els moments de les variables ale-
atories:
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Proposicié 3.7.2. Sigui X una variable aleatoria discreta amb funcio generadora Gx(z). Ales-
hores,

1 en general tenim que

Demostracio. Tenim que

Gg?)(z) = Zk(k— D...(k—n+1)Pr(X = k)&
k>n

I per tant,

M= "kk—1) - (k—n+1)Pr(X =k) =E(X(X —1)...(X —n+1))
k>n

L’expressio de I'esperanca surt directament, i la variancia recordem que es podia escriure com
Var(X) = E(X?) —E(X)? = E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)?
O

A Pexpressio E(X(X —1)...(X —n+1)) se 'anomena moment factorial k-éssim de X i, tal com
hem vist, es poden utilitzar per calcular tant els moments ordinaris com els moments centrats.

Una altra propietat til de les funcions generadores és que permeten obtenir la distribucié de la
suma, de variables independents:

Proposicié 3.7.3. Siguin X i Y wvariables aleatories discretes independents amb funcions ge-
neradores Gx(z) @ Gy (z). Aleshores,

Gx1y(2) = Gx(2)Gy (?)
Demostracio. Utilitzant I’equivaléncia que hem vist abans,

Gxiy(2) = EEXT) = E(z*2Y) = EEX)E(Y) = Gx(2)Gy (2)



