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Espais de probabilitat

La teoria de la probabilitat neix de la necessitat de trobar un model que representi fenomens
que depenen de l'atzar (o fenomens dels quals per alguna raé no se’n pot predir el resultat a
priori). A aquest tipus de fendomens els anomenarem ezperiments.

Cada experiment té un resultat, pero sovint no ens interessara el resultat en si, siné una pregunta
concreta que ens fem sobre el resultat (per exemple, ens pot interessar saber si el dau ha tret un
nombre parell, en lloc del nombre concret que ha sortit). Aquestes preguntes és el que es coneix
com a successos o observables.

1.1 Experiments i probabilitat

Definicié 1.1.1 (Experiment). Un experiment és un parell (€2,.4) on Q és un conjunt i A és
un subconjunt de €2 tal que

e fc A
e Si A € A, aleshores A € A

e Si {A;}n>1 és una colleccié numerable d’elements de A, aleshores (J,,5; 4n € A

Aquestes condicions equivalen a demanar que A sigui una o-algebra.

A Q 1i direm espai mostral, un element w € Q sera un resultat i un A € A sera un succés o
esdeveniment.

Exemple 1.1.1. e Tirar una moneda: 2 = {0,1} (cara i creu) i A =P(Q).

e Tirar una moneda fins que surti cara: Q = {1,2,...} 1 A =P(Q).



2 Povill Clarés, Xavier

e Tirar dos daus: Q = {(4,75) : 1 <4,5 <6} i.A="P(Q). Sinosabem quin és quin, aleshores
Q={(i,j):1<i<j<6}

A continuacié definirem una funcié probabilitat que a cada esdeveniment (cada element de A)
li asigni una probabilitat d’océrrer. Per tal que aquesta sigui compatible amb la nocié previa
intuitiva de probabilitat, demanarem les segiients condicions:

Definicié 1.1.2 (Espai de probabilitat). Un espai de probabilitat és una terna (2, A,p) on
(Q,.A) és un experiment i p : A — R és una funcié tal que

e p(0) =0

e p(A) > 0 per qualsevol A € A

o Si {A,}n>1 és una col-leccié d’esdeveniments dos a dos disjunts, aleshores p (Un21 An> =
anl p(Ay)
e p(2) =1

Es a dir, un espai de probabilitat és un espai de mesura normalitzat, on p(2) = 1. Una funcié
p que satisfa aquestes condicions s’anomena funcid de probabilitat.

Exemple 1.1.2. e Espai discret. Si ) és numerable, aleshores ens podem agafar A =
P(2). Sigui Q = {wi,wy, ...}, aleshores podem prendre les seves probabilitats com els
elements d’una serie que sumi 1. Habitualment escriurem p({w;}) com p(w;), per alleugerir
la notacié.

e L’espai classic és un espai discret amb Q2] = N i p; := p(w;) = 1/N. En aquests espais,
la probabilitat segueix la regla classica de casos favorables entre casos possibles.

e Tirar dos daus. Recordem que tenfem Q = {(4,7) : 1 < 4,7 < 6}. Si considerem que tots
els successos individuals sén equiprobables, aleshores tenim p({(7,j)}) = 1/36.

Si els daus sén indistingibles, aleshores Q@ = {(4,7) : 1 <i < j <6}, i

"

e Tirar una moneda fins que surti una cara. Tenfem Q = {1,2,...}, A = P(Q). Definim
p({i}) = 1/2", ja que per tal que s’hagi de tirar la moneda i vegades, les i — 1 primeres
han de ser creu i la i-éssima ha de ser cara (és a dir, fixem ¢ resultats).

e Durada bateria mobil. Mesurem quant triga a esgotar-se la bateria d’un mobil. L’espai
mostral és = [0,00) C R. A la practica, podem considerar un limit superior per la
durada de la bateria L, de manera que Q2 = [0, L].

Observem que en aquest cas no podem agafar 4 = P(2), ja que aleshores no existeix
cap mesura compatible. Habitualment en un cas com aquest ens interessaria mesurar la
probabilitat d’un interval (és a dir, que la bateria duri entre a i b hores).
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Per tant, agafem com a o-algebra B = (), la o-algebra més petita que contingui tots els
intervals oberts. Aquesta o-algebra existeix i és Unica, i s’anomena o-algebra de Borel. Es
pot construir una mesura g compatible amb aquesta o-algebra, que s’anomena mesura de
Lebesgue. Per tal de que sigui una funcié de probabilitat, la multipliquem per 1/L, ja que
w([0, L]) = L, i aleshores

p() = 7u(0,2)) =1

Aquesta funcié de probabilitat no és gaire 1til, ja que és bastant uniforme i no modela
bé la durada de la bateria d’un mobil. Al capitol 4 veurem com construir funcions de
probabilitat més interessants.

A continuacié donarem una serie de propietats dels espais de probabilitat que es poden provar
com a exercici.

Proposicié 1.1.1. Sigui (2, A, p) un espai de probabilitat,

1. Perr > 2, siguin Ai,..., A, € A dos a dos disjunts, aleshores p(J;_; Ai) = > iy p(A;)
2. SiA,Be AiAC B, aleshores p(B\ A) = p(B) — p(A) (i per tant p(A) < p(B))
3. p(A) =1—p(A) per tot Ac A
4. (Desigualtat de Boole) Si Ay, ..., A, € A, aleshores p(J;_; Ai) < p(A1) + -+ p(4,)
5. 81 {A;}i>1 € Ai Ay C Ay C A3 C ..., aleshores p (Ui21 A,;) = lim; o0 p(A4;). Similar-
ment, si Ay O As D ..., aleshores p (ﬂi21 AZ-) = lim; 00 p(A4;).
Demostracié. Provarem només la propietat 5 (la resta sén un exercici). Siguin B; = A, By =

Ay \ A1, B3 = A3\ As,..., que sén dos a dos disjunts, ja que cada A; conté a tots els A; amb
J < i. Per tant,

N
p(Uas) =p(UB:) = a0 = Jim 3 p(B) = tim plax)
i>1 i>1 i>1 =1
——
p(AN)
La segona proposicié es demostra equivalentment passant a complementaris. ]

A continuacié donem una proposicié que és ’equivalent en espais de probabilitat del principi de
inclusié-exclusié.

Proposicié 1.1.2. Sigui (22, A,p) un espai de probabilitat. Siguin Ai,..., A, € A. Per tot
I Cr], definim Ap = (N, Ai @ per k € [r] definim Sy = 32,1 p(Ar). Aleshores,

T

o U ) = S (C1ps,
=1

k=1
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Demostracio. Hi ha moltes maneres de demostrar-ho, es recomana fer-ho per induccié com a
exercici. n

Si trunquem la suma en conjunts de no més de k < r elements, aleshores obtindrem una desi-
gualtat, el signe de la qual dependra de la paritat de k:

Proposicié 1.1.3 (Desigualtats de Bonferroni). Sigui Mrp = Zgzl(—l)kHSk. Aleshores,

p(Ui_y Ai) < My, siT és senar
p(Ui_y Ai) > My, siT és parell

Demostracio. Novament, la demostracio es pot fer per induccio. O

1.2 Probabilitat condicionada

Si tirem dos daus, la probabilitat de que almenys un dels daus hagi tret un 1 és 11/36. Observem
pero que, si ens donen la suma dels daus, aleshores la probabilitat de que almenys un dels daus
hagi tret un 1 es veura influenciada pel fet que sabem la suma total. Si la suma és petita, la
probabilitat sera més gran, mentra que si la suma és gran, la probabilitat sera més petita. Per
quantificar aquesta intuicid, s’uutilitza el concepte de probabilitat condicionada.

Expressat de manera més formal, sigui (2, 4, p) un espai de probabilitat. Sigui B € A amb
p(B) > 0. Volem trobar una manera de calcular probabilitats si sabem del cert que B ha
ocorregut.

Definicié 1.2.1 (Probabilitat condicionada). Sigui B € A amb p(B) > 0,1 A € A. Definim la
probabilitat de A condicionada a B com
p(AN B)

p(A|B) == o(B)

Observacid. e La probabilitat de A condicionada a B (p(A|B)) pot ser més gran, igual o
més petita que p(A).

e Fixat B, podem definir una funcié A — pg(A) := p(A|B) que compleix totes les condicions
per ser una funcié de probabilitat, tant en (£2,.4) com en (Q, Ap :={ANB:Aec A}).

Quan tenim una particié de ’espai mostral, la probabilitat condicionada ens serveix per calcular
la probabilitat total:

Proposicié 1.2.1 (Férmula de probabilitat total). Sigui Bi,..., B, una particié de Q (amb
B; € Aip(B;) >0 pertoti). Aleshores, si A € A,

p(A) = Z p(A|B;)p(B;)
i=1
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Demostracié. Donat que Bj,..., B, és una particié, AN By,... AN B, sén dos a dos disjunts i
la seva unié és A. Per tant, per additivitat finita,

p() =p(UAnB) =3 p(AnB) =3 p(B)p(AIB)

T
i=1
on la ultima igualtat és terme a terme a partir de la definicié de probabilitat condicionada. [

Exemple 1.2.1 (Problema de la ruina del jugador (Huygens)). Suposem que tenim un jugador
de cartes amb un capital inicial de k& > 1 i que vol arribar a un objectiu de N > k. A cada
torn, o bé guanya 1, o bé perd 1, equiprobablement. Suposant que el jugador no para de jugar
fins que perd tots els diners o arriba al seu objectiu, quina és la probabilitat de que el jugador
s’arruini?

Observem que els torns sén independents entre si. Per tant, si guanya la 1a ronda, la probabilitat
d’arruinar-se sera la mateixa que si hagués comencat amb un capital de k41, mentre que si perd
la 1a ronda, la probabilitat d’arruinar-se sera la mateixa que si hagués comencat amb k — 1.

Sigui B I'esdeveniment “a la la jugada 1, guanya 1”7 i R = “s’ha arruinat amb capital inicial
k”. Aleshores,

p(Re) = (B B)p(B) + p(Rel BYp(B) = L (Rics + Ri)

Per tant, si definim py := p(Ry), tenim 'equacié recurrent

L1
pk—2pk+1 2pk71

amb condicions inicials pg = 1, py = 0. Per resoldre-ho, observem que podem reescriure la
recurréncia com

1 1

5(101@ —pk—1) = §(pk+1 —Pk:)

i que per tant la diferencia entre dos termes consecutius és constant. Aleshores, p, =1 — k/N.

Un cop hem resolt el problema, ens podriem preguntar quin és ’espai de probabilitat en el que
estem. Com que el jugador podria no parar mai, considerem 2 = {0, 1}N (seqiiéncies infinites
de zeros i uns). Observem que a cada real a [0,1] li podem associar la seqiiencia de zeros i uns
corresponent a la seva forma en binari de manera injectiva (no bijectiva perque 0.110000... i
0.1011111... es corresponen les dues a 3/4), de manera que 2 és no numerable.

Ens definim la funcié probabilitat en aquest espai com p(A) = u(é(A)), on ¢ : {0, 1} —
[0,1] C R és laplicacié que hem descrit abans i p és la mesura de Lebesgue. Aleshores, prenem
A com la antiimatge per ¢ dels borelians de [0, 1].

Per tant, individualment cada successié tindra probabilitat zero, perd successos com “el primer
digit és un 1” no.

Proposicié 1.2.2 (Teorema de Bayes). Siguin A, B € A, aleshores

el - HAZDD)
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Demostracio. De la definicié de probabilitat condicionada tenim que
p(B|A)p(A) = p(AN B) = p(A|B)p(B)

Reordenant obtenim la formula de Bayes. O

1.3 Independencia

El concepte d’independencia és clau per desenvolupar la teoria de la probabilitat i, de fet, R.
Durrett diu en un dels seus llibres que la independéncia és alla on acaba la teoria de mesura i
comenca la probabilitat.

Definicié 1.3.1 (Independeéncia). Sigui (€2,.4,p) un espai de probabilitat. Direm que dos
esdeveniments A, B € A sén independents si

p(ANB) = p(A)p(B)

Observacié. Observem que aquesta definicié quadra amb la idea de que dos successos inde-
pendents no s’influeixen 'un en ’altre. Si calculem la probabilitat condicionada d’un respecte
I’altre, tenim

p(AN B)

p(B)

de manera que la probabilitat de A condicionada a B és simplement la probabilitat de A (re-
cordem que la probabilitat condicionada només esta definida si p(B) > 0).

p(A|B) = = p(4)

A continuaci6 es donen un parell de proposicions facils la demostracié de les quals es deixa com
a exercici:

Proposicié 1.3.1.
e () i Q son independents amb qualsevol A € A.

e Si A i B son independents, aleshores A i B també.

Exemple 1.3.1. Considerem un experiment en el que tirem una moneda dos cops. Observem
que els successos A1 =“la la tirada és cara”, Ay =“la 2a és cara”, A3 =“les dues tirades sén
iguals” sén independents dos a dos.

En canvi, p(41 N A2 N Az) = 1/4 pero p(A1)p(A2)p(As) = 1/8. Per tant, no podem generalitzar
directament la nocié d’independencia a més de dos conjunts a partir de la definicié d’inde-
pendencia entre dos conjunts. Es a dir, necessitem una nocio alternativa d’independéncia per a
conjunts de més de dos successos:

Definicié 1.3.2 (Independéncia). Sigui {A;};c; una col-leccié de successos. Direm que aquests
sén independents si VJ C I amb |J| < oo,

p( ﬂ Aj) = Hp(Aj)

jed jed

En particular, aquesta definicié inclou la que haviem donat anteriorment pel cas de dos conjunts.
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1.4 Espais producte

Suposem que tenim dos espais de probabilitat (21,41, p1) 1 (Q2, A2, p2). Volem trobar un espai
de probabilitat que ens modeli la realitzaci6 successiva dels dos experiments (suposant que el 1r
no influeix en el 2n). Aquest espai tindria un espai mostral £ x Q9, i compliria que

p(Ar x Az) = p1(A1)p2(A2)

per tot A1 € A1 1 Ay € As.

Per aconseguir-ho, no podem agafar
./41><./42 ::{Aleg:AiEAi}

ja que aquest conjunt no és una o-algebra, degut a que el complementari d’un element qualsevol
és

AIXAQZ(EXIQ)U(EXAQ)U(Alxxg)

i aquest no té perque estar contingut en A; x As. Per tant, agafarem la o-algebra generada
per A; X Ag, que escriurem com o(A; X Ajz), i que es defineix com la intersecci6 de totes les
o-algebres que contenen A; X As.

Per construir una probabilitat, utilitzarem el segiient teorema:

Proposicié 1.4.1 (Tma d’extensid). Sigui py una premesura en una algebra Ag. Aleshores
existeizen una o-algebra A* O o(Ap) i una mesura p* tal que p* coincideix amb py en Ag. A
més, si py €s finita, p* €s unica.

Recordem que una algebra és una o-algebra pero tancada només per unions finites, i una pre-
mesura és com una mesura pero en la que es demana que sigui numerablement additiva només
per les unions numerables que pertanyen a 1’algebra.

Per aplicar aquest teorema, agafem A4yp = {A C O x Qs : A és unié finita d’elements de A; x
As}. Com a exercici, es pot comprovar que Ay és una algebra i que la unié finita amb que
es defineix A es pot prendre a més disjunta. A més, també s’haurien de comprovar algunes
propietats més per veure que es comporta bé, pero no entrarem en els detalls en aquest curs.

També es pot definir un espai de probabilitat a partir d’'un producte numerable d’espais de
probabilitat, pero aixo tampoc entra dins els continguts del curs.

Exemple 1.4.1 (Problema de I’agulla de Buffon). Considerem un conjunt de linies paral-leles a
distancia L les unes de les altres. Tirem una agulla de longitud [ < L. Quina és la probabilitat
que 'agulla talli alguna de les linies?

Parametritzem la posicié de 'agulla a partir de la menor distancia del seu punt mig a alguna de
les rectes (que anomenarem d), i I’'angle que forma amb la direccié paral-lela a les rectes (que
anomenarem «). Observem que només amb aquestes dades ja podem veure si talla o no.

Aleshores, 'agulla tallara una recta si

l

l
—sin(r —a) = =sina > d
2 2
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Agafem Q = [0,7] x [0,%]. Tant a com [ estan uniformement distribuits en els seus sengles
intervals (7), de manera que
area regié tq d < (1/2) sina 21

talla) = — .= =
pltalla) area rectangle [0, 7] x [0, L/2] Lrm

1.5 Lemes de Borel-Cantelli

Sigui (€2, A, p) un espai de probabilitat, i sigui {4, },>1 C A un conjunt numerable d’esdeveni-
ments.

Definicié 1.5.1 (Limit superior, limit inferior). Definim el limit superior i el limit inferior
d’una successié d’esdeveniments {A,},>1 C A com

limsup A4,, = m U Ay

n>1k>n

liminf A,, = U ﬂ Ay,

n>1k>n

Observem que ambdds formen part de A, ja que es construeixen a partir d’interseccions i unions
numerables de conjunts de A.

Observacid. Observem que per un cert w € €2, tindrem que w € limsup A, < Vn > 1,
w € Ugs, Ak. Per tant, els elements de limsup A,, sén els elements w € {2 que pertanyen a
infinits A,,.

De la mateixa manera, a partir de la definici6 veiem que w € €2 pertany a liminf 4, <— w € A,
per tot n més gran que un cert nyg.

A partir d’aquestes caracteritzacions, observem que es segueix que liminf A, C limsup A4,,.
Un cop definida la nocié de limits a A, podem enunciar els dos lemes de Borel-Cantelli:

Lema 1.5.1 (Borel-Cantelli 1). Si }_, - p(An) < oo, aleshores p(limsup 4,,) = 0.

Demostracid. Observem que |J;,, Ak és una successié d’esdeveniments encaixats decreixents,
de manera que

plimsup A,) =p( () | 4) = lim p( U 4e) < lim > p(An) =0
n>1k>n k>n k>n
on la ultima igualtat es deu a que el limit de la suma de les cues d’una serie convergent ha de

valdre zero. O

Observem que la condicié de que la serie convergeixi és necessaria ja que, per exemple, si prenem
tots els A,, iguals, aleshores p(limsup A,) = p(A,), que potser no val zero.

En el cas que la serie sigui divergent, podrem donar un resultat del mateix estil si els successos
{A; }n>1 sén independents:
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Lema 1.5.2. Si ), p(An) = 00 i els {Ap}n>1 son independents, aleshores p(limsup 4,) = 1.

Demostracio. Per utilitzar la hipotesi d’independéncia, necessitem tenir interseccions de A,’s.
Per tant, passem al complementari:

p(limsup A,) = p( | (1) Ax) = p(lim inf 4,)

n>1k>n

Observem que ();~,, Ar és una successié en n de successos encaixats creixents. Per tant,

p(U N Ak) = lim p( () 4)

n>1k>n k>n

Només hem definit la independéncia per a un nombre de conjunts finits, de manera que expressem
la intersecci6 infinita com un limit d’interseccions finites:

Donat que els Ay, sén independents, els A;, també. Per tant,
T L T
lim lim Ai) = lim lim 1-p(A
Utilitzant la desigualtat 1 — z < e per x > 0, podem passar el producte a suma:
T '

lim lim (1 —p(Ag)) < lim lim e PAR) = Jim lim e~ Zk=nP(4r)

n—00 T—00 n—00 7—00 n—00 r—00
k=n k=n

I donat que la serie divergeix,

lim lim e~ 2k=nP(Ak) —
n—00 T—>00

=0

i aleshores
p(limsup 4,) =1 — p(limsup 4,) = 1.
O

Exemple 1.5.1. Suposem que tirem una moneda repetidament, de manera independent, i
definim p,, com la probabilitat de que hagi sortit cara a I'n-essima tirada. Si la moneda té
pn = 1/2, aleshores la serie ) -, p, és divergent i, pel segon lema de Borel-Cantelli, surt un
nombre infinit de cares amb probabilitat 1.

De la mateixa manera, si p, = 1/n, la série també és divergent i, aplicant un altre cop el segon
lema de Borel-Cantelli, sortira un nombre infinit de cares amb probabilitat 1. En canvi, si
pn = 1/n?, la serie convergeix i, aplicant el primer lema, sortira un nombre finit de cares amb
probabilitat 1.



Variables aleatories

2.1 Definicié i distribucié

Definicié 2.1.1 (Variable aleatoria). Una variable aleatoria és una aplicacié X : Q@ — R tal
que VB € B(R), es té que X }(B) € A

Observem que les variables aleatories associen a cada resultat d’un espai de probabilitat (€2, A, p)
un nombre real. Aixo és util per exemple si tenim un dau amb espai mostral {1,...,6} i volem
estudiar la suma al tirar-lo dues vegades, ja que en lloc de treballar amb parelles d’enters podrem
treballar directament als enters.

Observacio.

e La definicié de v.a. es pot expressar com que X és v.a. <= X és mesurable respecte

(R, B).

e No fa falta veure que X es comporta bé amb tots els borelians, sind que tenim que X v.a.
< VaeR, X }((~o00,a]) € A

e Qualsevol “expressié raonable” escrita a partir de variables aleatories és també variable
aleatoria ( suma, resta, valor absolut, etc.)

Comentari. Habitualment escriurem p(X ~1(B)) com p(X € B), tot i que formalment aquesta
expressié no tingui sentit. Igualment, utilitzarem expressions com p(X < z), p(X = z) o
p(X > x).

Un avantatge d’utilitzar variables aleatories és que observarem que podem classificar les variables
per tipus, de manera que trobarem que variables aleatories d’experiments diferents es comporten
igual, i es poden estudiar utilitzant les mateixes eines. Per veure si dues variables aleatories sén
del mateix tipus, utilitzarem les seves funcions de distribucio:

10
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Definicié 2.1.2 (Funcié de distribucié). La funcié de distribucié (acumulada) d’una v.a. X és

Fyx R — [0, 1]
x = p(X <x)

Comentari. Recordem que p(X < x) és notacié per p({w € Q: X(w) < z}).
Exemple 2.1.1.

o La variable indicadora d’un succés A € A és la variable aleatoria

IA:Q—>R
1, siwed
W =
0, siwgA

Observem que la funcié de distribucié d’una variable indicadora pren la forma segiient:

0, siz <0
Fr,(z)=p(Ia<z)=(¢1-p(4), si0<z<l1
1, siz>1

e Sigui €2 el conjunt de resultats de tirar dos daus i X (dy,ds) = |d1 — dz| la variable aleatoria

que ens dona la diferéncia absoluta entre els dos valors. Aleshores, la funcié de distribucié
de X és

0, siz <0

1/6, si0<z<l
F(z)=1{16/36, sil<z<?2
24/36, si2<z<3

Proposicié 2.1.1. 5i X és v.a., la seva funcio indicadora Fx satisfa

1. Fx és creizent.
2. limy oo Fx(z) =1 i limyy_oo Fx(z) =0
3. Fx és continua per la dreta (limy,_,o+ Fx(x + h) = Fx(x)).
Demostracio.
1. Si z1 < x9, aleshores
Fx(z1) =p{w € Q: X(w) < 31}) <p({w € Q: X(w) < 32}) = Fx(22)
on hem utilitzat que el conjunt de ’esquerra esta contingut en el de la dreta.

2. Exercici (es fa similar al 3).
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3. Sigui {hn}n>1 una successi6 de reals decreixent que tendeix a 0 per la dreta. Aleshores,

: _ 5 _ 1 ) <
hli)r{)l+FX(:c+h) JLHQOFX(ZE+h”) nlggop({wEQ.X(wizL‘+hn})

Observem que els successos A, = {w € Q: X(w < x+ hy} estan encaixats, ja que {hy} és
decreixent i per tant A; O A; per ¢ < j. Per tant, el limit anterior és

lim Fx(z+h)=p([{weQ: X(w) <z +hn}) =p{weQ: X(w) <a}) = Fx(z)

+
h—0 n>1

O

Proposicié 2.1.2. Si tenim una F : R — [0,1] tal que satisfaci les 3 propietats de 2.1.1,
aleshores existeir una variable aleatoria X tal que Fx = F'.

Demostracio. La demostracié és molt tecnica i no la farem, ja que no ho utilitzarem gaire. [J

Proposicié 2.1.3. Sigui X una v.a. amb funcid indicadora Fx. Aleshores,

1. lim Fx(y)=p(X <z)=Fx(z) —p(X = 2)

y—T~
2. p(X >z)=1-Fx(x)

3. p(:L’l <X < 1’2) = Fx(xg) — FX(afl)
Demostracio. Exercici. O

Si tenim una variable aleatoria X, aquesta indueix una funcié de probabilitat px en (R, B)
donada per

px(B) =p(X € B), BeB

A aquesta funcié de probabilitat se la coneix com a llei de X o com a mesura de probabilitat
induida per X.

Aquest concepte és ttil per comparar variables aleatories, ja que ens podem oblidar de I'expe-
riment del que provenen i classificar la variable aleatoria segons la seva llei.

2.2 Moments d’una variable aleatoria

Si tenim una variable aleatoria X que només pren un conjunt finit de valors Ai,...,0n aleshores
) )
podriem calcular la seva “mitjana” com

> aip(X = a)
i=1

Per generalitzar aquest concepte a variables continues, que prenen un nombre infinit (i potser
no numerable) de valors, es defineix I'esperanga de X:



Teoria de la probabilitat 13

Definicié 2.2.1 (Esperanga). L’esperanca d’una variable aleatoria X es defineix com
E[X] = / X dp (sempre que existeixi i sigui finita)
Q

on integrem en l'espai de mesura (2, A4, p).

Proposicié 2.2.1 (Propietats de 'esperanga). Siguin X,Y dues variables aleatories en el mateix
espat de probabilitat,

1. Si X = ¢ (constant), aleshores E[X] = c.

2. Si X =1y, aleshores E[X] = p(A).

3. Si X <Y punt a punt, aleshores E[X] < E[Y] (sempre que existeixin).
4. L’esperanca és lineal, és a dir, Ya,b € R, E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

Observacid. Donada una funcié f : R — R, si f(X) és una variable aleatoria (mesurable),
aleshores

E[f(X)] := / f(X)dp (sempre que la integral sigui absolutament convergent)
Q

Sovint ens interessa no només coneixer ’esperanga d’una variable aleatoria X, sind també com
es distribueix. Per obtenir una mesura de com es desvia la variable del seu punt mig, sembla
raonable calcular E[X — E[X]]. El problema és que aquesta expressié sempre val zero, ja que

E[X — E[X]] = E[X] — E[E[X]] = E[X] - E[X] =0

Observem que els valors negatius de quan X cau a ’esquerra de ’esperanca es cancel-len amb
els valors positius de quan X cau a la dreta de la I'esperanca. Per tant, prendrem quadrats per
tal que tots siguin positius:

Definicié 2.2.2 (Variancia). La variancia de X és

Var[X] = E[(X — E[X])?]

Per corregir el quadrat que hem afegit, sovint es treballa amb 1’arrel quadrada de la variancia:

Definicié 2.2.3 (Desviaci6 tipica o estandar). La desviacid tipica o estandar de la variable
aleatoria X es defineix com

o =/ Var[X]
Proposicié 2.2.2 (Propietats de la variancia). Sigui X una variable aleatoria i ¢ € R,
1. Var[X] = E[X?] — E[X]?

2. Varlc] =0
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3. Varle + X] = Var[X]
4. Var[cX] = 2Var[X]
Demostracid.
1. Var[X] = E[X? + E[X]? - 2XE[X]] = E[X?] + E[X]? — 2E[X]? = E[X?] — E[X]%.
2. Falta.

3. Falta.

4. Falta.
O

L’esperanca i la variancia sén casos particulars d’un concepte més general que sén els moments
d’una variable aleatoria.

Definicié 2.2.4 (moment k-essim). El moment k-éssim d'una variable aleatoria X és E[X¥]
(només si E[|X|"] < o0).

Similarment, definim el moment k-éssim centrat de X com E[(X — E[X])*] (novament, només
esta definit si és absolutament convergent).

1/k
Observacio. Observem que < / | X |k> és una norma (el que es coneix a Analisi Real com a
Q

norma Ly). Per tant, podrem aplicar desigualtats d’Analisi Real en un context probabilistic:

Proposicié 2.2.3.
1. Desigualtat de Cauchy-Schwartz: si E[X?%],E[Y?] < oo, aleshores
E[XY]? < E[X?|E[Y?]
2. Desigualtat de Hélder: si E[| X|P],E[|Y]?] < oo, ambp > 11 % + % =1, aleshores
E[IXY]] < E[|X[/]0/ E[[y]10/9
3. Desigualtat de Minkowski: si E[|X|P],E[[Y|’] < oo i p > 1, aleshores
E[|X + Y[F]'/? < E[|X|P)M/P) + E[|Y|P)/P)

Demostracié. 1. Exercici. S’ha de calcular E[(X — \Y)?].
O

En aquest curs utilitzarem més sovint les segiients desigualtats, que sén propies de la teoria de
la probabilitat:
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Proposicié 2.2.4 (Desigualtat de Markov). Sigui X una variable aleatoria no negativa (és a
dir, tal que X (w) > 0 per tot w). Sigui a € R amb a > 0. Aleshores,

E[X]

a

p(X >a) <

Demostracid. Sigui A = {w € @ : X(w) > a}. Aleshores, X > al4 (observem que aqui és on
fem servir la hipotesi que X > 0). Per tant, per la monotonia de I'esperanga,

E[X] > Elala] = a- p(A) = a-p(X > a)
O

Proposicié 2.2.5 (Desigualtat de Txebixev). Sigui X una variable aleatoria amb E[X] = p <
o0 i Var[X] = 0% < oo. Aleshores, per qualsevol b > 0, la probabilitat que la variable s’allunyi
de lesperanca com a minim b esta fitada per

o2

p(|X—M|Zb)§b—

Demostracié. Observem que b > 0 i (X — pu)? > 0, de manera que podem aplicar Markov i

obtenim
E[(X —p)?]  o?

p(!X—MZb)zp((X—#)QZb%gT:be

2.3 Vectors de variables aleatories

Suposem que en un tUnic espai de probabilitat (£2,.4,p) hi tenim diverses variables aleatories
X1,..., X, que volem estudiar conjuntament.

Definicié 2.3.1 (Vector aleatori). Sigui (£2,.4,p) un espai de probabilitat. Definim un vector
aleatori, o vector de variables aleatories com una aplicacié

X =(X1,....,Xn): Q — R"
tal que VB € B(R"), X 1(B) € A (és a dir, X és mesurable).

Comentari. Els borelians a R™ es poden definir igual que a R, com la menor o-algebra que conté
els oberts de la topologia euclidiana.

Fet. Per tal que X sigui un vector aleatori, n’hi ha prou amb que
X1 ((—=o00,a1] x -+ x (—00,a,]) € A

i donat que I'expressié anterior és equivalent a

ﬁ X; Y (~o00,a;] € A

i=1

tenim que X = (X71,...,X,,) és vector aleatori si X1, ..., X, sén variables aleatories.
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Observacio. De fet, treballant amb els Borelians es pot veure que X és una vector aleatori sii
cada X; és una variable aleatoria.

Definicié 2.3.2 (Vector d’esperances). Donat un vector aleatori X, definim el seu vector d’es-
perances com el vector format per ’esperanca de cada una de les variables aleatories que formen

X:
E[X1]

Definicié 2.3.3 (Funci6 de distribucié conjunta). La funcid de distribucié conjunta de X =
(X1,...,X,) és laplicacié
Fg :R" — [0,1]
(1, zn) = p(Xy < 1,0, Xy < ap)
Exemple 2.3.1. Sigui (2, A, p) I'espai de probabilitat donat per 'experiment de tirar dos daus.

Siguin X = iy qau parell 1 ¥ = L cls dos daus iguals- Aleshores, la funcié de distribucié conjunta de
X =(X)Y) és

0, X<0o0Y<0

5/12, 0<X<1i0<Y<l1
Fixyy = 5/6, X>1i0<Y<1

1/2, 0<X<1iY>1

1, X>1iY>1

\

Proposicié 2.3.1 (Propietats de la funcié de distribucié conjunta). Sigui F(x y)(z,y) una
funcio de distribucid de dues variables aleatories. Tenim que

1. Sixy <z2 iy1 < y2, aleshores Fixyy(z1,41) < Fix,y)(T2,92)-

2. lim Fixy(r,y) =0,

lim
T,y——00 T,Yy—00

Fixy(v,y) =1

3. yli_}rgo Fixyy(x,y) = Fx(z)  (funcié de distribucic marginal)

R | F, h ho) = F .
4 hl’hlggw (x,v) (T + h1,y + ho) xv) (T, )
5. (Propietat dels rectangles) Fix y)(b,d) — Fix,y)(b,c) — F(x,y)(a,d) + Fixy)(a,c) > 0 per
qualssevol a < b,c < d € R.

Comentari. Observem que la propietat dels rectangles de la proposicié anterior ens dona pel
principi d’inclusié-exclusié p(a < X < b,e¢ <Y < d), que ha de ser més gran o igual que zero
pel fet de ser una probabilitat.

Observacid. No ho demostrarem, pero les propietats 1, 2, 31 5 caracteritzen F' com una funcio

de distribuci6 de dues variables (és a dir, tota F' que ho compleixi sera la funcié de distribucié
conjunta d’un cert parell de variables aleatories).
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2.3.1 Independeéencia de variables aleatories

Suposem que tenim una funcié de distribucié conjunta Fig d'un vector aleatori X. Si els successos
X1 <zx1,...,X, <z, s6n independents per uns certs x1,...,x, € R, aleshores tenim que

Fg(zi,...,zn) =p(Xh <z1,...,Xp <zp) = Hp(Xi < x;)
Si la condicié anterior es compleix per tot punt de R", aleshores direm que les variables

X1,..., X, sén independents.

Definicié 2.3.4 (Independéncia de variables aleatories). Direm que Xi,...,X,, sén variables
aleatories independents si

Fg(z1,...,2n) = Fx,(x1) ... Fx, (xy)

per qualssevol x1,...,x, € R.

Fet. Si Xi,...X,, sén independents, aleshores V By, ..., B, € B es té que p(X; € By,..., X, €
B,) = [[p(X; € B;). Per tant, podem extendre la noci6 d’independeéncia a un conjunt de
borelians qualssevol.

2.4 Covariancia i (una) Llei dels Grans Nombres

Sovint ens interessa estudiar com estan relacionades les distribucions de dues variables aleatories.
Per tal de quantificar-ho, utilitzem la covariancia:

Definicié 2.4.1 (Covariancia). Siguin X i Y dues variables aleatories en el mateix espai de
probabilitat. Definim la covariancia de X i Y com

Cov(X,Y) = E[(X —E(X)) - (Y —E(Y))]
Proposicié 2.4.1 (Propietats de la covariancia).
1. Cov(X,X) =E[(X — E(X))?] = Var(X)
2. Cov(c,X) =0, onceR.
3. Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)
4. Cov(X,Y) =E[XY] — E[X|E[Y]

5. Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z)

Demostracio. Surten directament de la definicié de covariancia i de les propietats de ’esperanca.
O
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Definicié 2.4.2 (Coeficient de correlacié de Pearson). Donades dues variables aleatories X i Y
en el mateix espai de probabilitat, calcularem el seu coeficient de correlacié com

Observacid. Observem que, aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwarz a la definicié de cova-
riancia, obtenim

|Cov(X,Y)| < VE[(X — E[X)2|E[(Y — E[Y])?] = /Var(X)Var(Y) = oxoy
Per tant, tindrem sempre que |pxy| < 1.

El coeficient de correlacié ens indicara la relacié que existeix entre les dues variables.

Definicié 2.4.3. Direm que X i Y sén

e incorrelades, si pxy =0 <= Cov(X,Y) =0
e positivament correlades, si pxy = 1 (si una puja, Paltra també)
e negativament correlades, si pxy = —1 (si una puja, 'altra baixa)

Observacié. Quan diem que dues variables sén incorrelades, estem dient intuitivament que el
valor d’una no influeix en el valor de I'altra. Hem de tenir en compte pero que el coeficient de
Pearson només ens calcula la “correlacié lineal”, de manera que podria ser que pxy = 0 per una
certa parella de variables aleatories X i Y pero que X i Y tinguessin alguna mena de relacié no
lineal entre elles.

Fet: Si X i Y sén variables aleatories independents, aleshores sén incorrelades. El reciproc no
és cert (veure per ex. els apunts del curs de Juanjo Rué o un dels problemes del tema 3).

Observacid. Si X 1Y s6n incorrelades, aleshores
Var(X,Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y) = Var(X) + Var(Y)
De la mateixa manera es pot comprovar que, si Xi, ..., X, sén dos a dos incorrelades, aleshores

Var(X; +--- + X,) = Var(Xy) + - - - + Var(X,,)

Quan tenim un vector de variables aleatories, podem expressar les seves covariancies dos a dos
en forma de matriu:

Definicié 2.4.4 (Matriu de covariancies). Sigui X = (X7,...,X,,) un vector de variables ale-
atories. Definim la seva matriu de covariancia com

Var(X1) Cov(X1,X2) ... Cov(X1,X,)
Cov(X) =

Cov(Xp, X1) ... Var(X,)
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Llei feble dels grans nombres

Siguin Xj,..., X, variables aleatories amb E[X;] = u € R i Var(X;) = 02 € R per i € [n].
Suposem a més que sén dos a dos incorrelades. (Per exemple, podriem prendre com a experiment
tirar tres daus, on n = 3 i X; representa el resultat de la tirada i-eéssima. En aquest cas tindriem
que up="7/2102?27.4.)

Definim la variable aleatoria X,, com la mitjana de X7, ..., X,,:

_ X4+ 4 X
Xn:%ﬂ

L’esperanca i la variancia d’aquesta variable seran

n

=1
= 1 no? o2
Var(X,) = ﬁVar(Xl +o X)) = W

incorrelades 2 a 2

Sigui € > 0. Aplicant la desigualtat de Txebyxev, tenim que la probabilitat que X,, s’allunyi
més de € de la seva esperanca esta fitada per

- Var(X,, o?
(| X0 — 1 25)§5(2>:

Observem que, si fem tendir n — oo, tindrem que

lim p(|Xn —p| >e)=0

n—o0

Es a dir, que si repetim un experiment moltes vegades, la mitjana d’una certa variable aleatoria al

llarg de totes les iteracions de ’experiment acabara tendint a la seva esperanca amb probabilitat
1.

Aquesta és una versié més feble d’un resultat que es coneix com a Llei dels Grans Nombres, que
veurem al capitol 6.

Exercici. Comprovar que aquest resultat també és valid si les X; sén 2 a 2 negativament
correlades (p < 0).

Indicacio: Proveu que, en aquest cas,

Var(z X;) < Z Var(X;)



Variables aleatories discretes

Sigui (€2, A, p) un espai de probabilitat.

Definicié 3.0.1 (Variable aleatoria discreta). Direm que la variable aleatoria X : Q@ — R és
discreta si Im X és numerable.

Observem que en la definicié no ens importa si ) és numerable o no. Lo important és que
la imatge de la variable aleatoria (el conjunt de successos amb els que volem treballar) sigui
numerable.

En aquest capitol suposarem que totes les variables aleatories que es mencionin sén discretes,
tot i que no es digui explicitament.

3.1 Funcié de probabilitat, esperanca, independencia

En primer lloc, veurem com els conceptes que hem definit en el capitol anterior es particularitzen
pel cas de variables aleatories discretes.

Sigui Im X = {aj,aqg,...}. Observem que aleshores podem escriure I’espai mostral com

Q= J{we: X(w) =a}

n>1

Per tant, donant que tots aquests conjunts sén disjunts i en tenim un nombre numerable, tenim

que V B € B,

p(X eB) = p(X = a)
a;,€B

Aleshores, el que coneixem com llei de X, px(B) := p(X € B) (que recordem que definia una
probabilitat en (R, B)), queda totalment determinada per {ai,az,...} i {p(X = a;)}i>1.

20
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A la funcié p(X = a;) : N — R l'anomenarem funcié de probabilitat de X. Observem que
no tenim un analeg de la funcié de probabilitat per variables aleatories continues, ja que cada
a € Im X té probabilitat zero.

Funcio de distribucio:

En una variable aleatoria discreta, la funcié de distribucié pren la forma

Fx(z)=p(X <z)= > p(X = a;)

a; <z

On s’ordenen les imatges de manera que a1 < as < az < ...

Esperanca:

Aplicant la definicié d’esperanca,

E[X] = E anp(X = ay) = E xp(X = x) (sempre que convergeixi absolutament)
n>1 z€lm X

de manera que en lloc de treballar amb integrals, podem treballar inicament amb series.

Similarment, ’esperanca d’una funcié de X queda

Independéncia:

Siguin X,Y variables aleatories. Per definicid, X i Y sén independents si Fixy, (x,y) =
Fx(z)Fy(y). Quan les variables aleatories son discretes, tenim una manera més facil de comprobar-
ho:

Fixyy(z,y) = Fx(@)Fy(y) Vo, yeR <= p(X =2,V =y)=p(X =2)p(Y =y) Vz,y€R

Per convencer-nos d’aixo, anem a comprovar que dues variables discretes independents sén
incorrelades:

ExY]= Y upXY=u= Y Y wpX=ey=")=

u€lm X z€lm X YelmY v
u#0 A0 F
=Y ¥ u-p(X =2)p(Y = %) = Y oepx=2) Y Yoy =Y =
X X X
z€lm X YelmY z€lm X LelmY
z#0 #£0 z
— E[X]E[Y]

Observem que hem utilitzat que XY és una variable aleatoria discreta si X,Y sén variables
aleatories discretes.
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3.2 Funcions generadores de probabilitat

Les funcions generadores de probabilitat sén una eina molt util per treballar amb variables
aleatories discretes.

Només podrem calcular la funcié generadora de variables aleatories que comptin alguna cosa (per
exemple, el nombre de persones amb samarretes vermelles a la classe, o el nombre de cotxes que
passen per un carrer en un minut). Aquestes variables les anomenarem variables de recompte:

Definicié 3.2.1 (Variable de recompte). Una variable aleatoria és de recompte si Im X C
{0,1,2,...,}.

Definicié 3.2.2 (Funcié generadora de probabilitat). La funcié generadora de probabilitat (fgp)
d’una variable aleatoria de recompte X és la serie formal de poténcies

= p(X =

n>0

Quan diem que aquesta serie de potencies és formal, ens referim a que la tractem com un objecte
amb el que podem operar sense preocupar-nos de si la serie convergeix o no.

Exemple 3.2.1. A 'experiment de tirar un dau, li associem la funcié generadora de probabilitat
Gx(2)=z+ 224+ +2°

Per qualsevol funcié generadora de probabilitat, tenim les propietats segilients:

Proposicié 3.2.1.

1.

Q

x(0

2. 1

Q
b

s p(X =n) = 1

(0)
(1)

3. Gx(z) convergeix absolutament ¥z : |z| <1
(2)
(2)

Q

4. Gx(z) té radi de convergéncia R > 1

5. Gx

z) defineiz una funcid analiticaVz : |z| < R

Per tant, almenys en l'interior del disc unitat, tenim que la funcié generadora és una funcié
analitica i no només una expressioé formal.

Observacid. Observem que si derivem formalment la serie de poténcies (és a dir, derivant terme
a terme) tenim que

=Y np(X =)t = Gh(1) = E[X]

n>1

Pero aquesta expressié només coincidira amb la derivada analitica si el radi de convergencia és
estrictament més gran que 1. (En cas contrari ens pot sortir esperanga infinita.)
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Si tornem a derivar la funcié generadora, obtenim

G (2) = nln—1)-p(X =n)""? = G%(1) = E[X(X —1)] = E[X?] — E[X]

n>1
Per tant, podem expressar la variancia com
Var[X] = G% (1) + G (1) — (G'x (1))?

En general, si coneixem la funcié generadora de probabilitat, aquest metode sera el més rapid
per calcular I’esperanca o la variancia.

Observacio. Donat que Gx(z) = Y, ~oP(X = n)z", podem entendre la funcié de probabilitat
com l'esperanca de z~:

X

Es pot comprovar que si X i Y sén independents, aleshores z¥X i z¥ també ho sén. Per tant, la

funcié generadora de probabilitat es comportara bé per la suma de variables independents:

Gxiy(2) =E[zXTY] = E[zX2Y] (independents) E[zX]E[zY] = Gx(2)Gy ()

A continuacié ho reenunciarem en forma de proposicié:
Proposicié 3.2.2. Siguin X i Y dues variables de recompte independents. Aleshores,
Gxiv(2) = Gx(2)Gy ()

Demostracidé. En la observacié anterior ho hem provat veient que zX i 2¥ eren independents,

pero també es pot fer directament.

GX+y(z):Zp(X—I—Y:n)z":ZZp(X—I—Y:n, X =1)" =

n>0 n>0 1=0
:ZZp(X:z,Y:n—z)z" =
n>0 i=0
= Z ZP(X =i)p(Y =n—1i)z'2""" = Gx(2)Gy(2)
n>0 =0

3.3 Distribucions i esperances condicionades

Sigui (€2, .4, p) un espai de probabilitat i siguin X, Y variables aleatories discretes. Sigui A € A un
esdeveniment qualsevol amb probabilitat no nul-la. Ens podem preguntar quina és la probabilitat
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que Y valgui y sabent que ha passat A, és a dir, p(Y =y | A). Per la definicié de probabilitat
condicionada, aquesta ve donada per la férmula

p({Y =y} nA)
p(A)

Si fixem el A i iterem per totes les y € R, podem definir una variable aleatoria Y |A, que tindra
funcié de probabilitat

pY=y|A)=

p{Y =y}nA)

p(4)
Si prenem A = {X = x} (sempre que p(X = z) > 0), obtenim la funcid de probabilitat de Y
condicionada a X:

p(Y|A=y) =

pyix(ylz) =p(Y = y|X =z)

La seva funcié de distribucié (funcid de distribucié condicionada) sera

Fyix(ylz) =p(Y <y | X =)
Observacié. Si X 1Y sén independents, aleshores Fy|x (y|x) = Fy (y).

Exemple 3.3.1. Considerem l’espai de probabilitat donat per tirar dos daus. Sigui X el valor
del primer dau i Y la suma dels valors dels dos daus. Aleshores,

1

p(Y:2\X:1):%¢p(Y:2):%

Tornem un altre cop al cas generic, on A € A és un esdeveniment qualsevol. Aleshores, podem
calcular la esperanca de Y condicionada a A com

EY|Al= Y yp(Y =y|A)
yelmY

que observem que es correspon a E[Y] a l'espai (£2,.4,p4), on pa és la probabilitat condicionada
a A.

Exemple 3.3.2. Reprenent I’exemple dels daus, tenim que
ElY | X =1] =4.5, EY | X =6]=9.5
Quan agafem A = {X = z}, observem que per cada x obtenim un valor de E[Y | X = z]. Per
tant, podem entendre 1’esperanca condicionada a {X = x} com una variable aleatoria tal que
E[Y | X)(w) = EY | X = X(w)]

Exemple 3.3.3. A I'exemple dels daus, la variable aleatoria E[Y | X] pren valors 4.5,5.5, ...,
9.5 amb probabilitat 1/6.

Com que és una variable aleatoria, en podem calcular I’esperanca:

E[E]Y | X]] =7 =E[Y]
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Aquest resultat no és casualitat, siné que tenim la proposicié segiient:

Proposicié 3.3.1. L’esperanca de l’esperanca de Y condicionada a X és l'esperanca de Y, és
a dir,

E[E]Y | X]] = E[Y]

Demostracio. Estem suposant implicitament que X i1 Y s6n variables aleatories discretes en un
mateix espai de probabilitat. Per tant,

E[E[Y | X]

M EY [ X=a-pX=2)= > | Y ypV=y|X=2)| pX=20

z€lm X zelm X \yelmy

= > D> yp(Y=y|X=2)pX ==z

z€lm X yelmy

= Z Y Z p(Y =y | X =2)p(X =z) =E[Y]

yelmY z€lmX

p(Y=y)
O

Aquesta proposicié ens sera ttil quan sigui dificil calcular E[Y] directament perd sigui facil
calcular E[Y | X].

Sigui ¢¥(x) = E[Y | X = z|. Ens podriem preguntar, donat un cert o € Im1), quant val
p(E[Y | X] = «). Observem que
PEY | X]=a)=p({w:E[Y | X](w) = a}) = p({w: p(X(w)) = a}) =
=p( | {w:iX@=2h= > »X=2

€Y —1(a) z€y~1(a)
Per tant, el que veiem és que la probabilitat que I’esperanca de Y condicionada a X valgui « és
la suma de p(X = z) per tots els z tals que I'esperanca de Y condicionada a X = x és a.
Exemple 3.3.4. Tornem a l’exemple dels daus anterior en el qual tirem dos daus i definim X
com el valor del primer i Y com la suma. Observem que
247 7
5 't

Habitualment ens interessa expressar la variable esperanca condicionada en funcié de X. En
aquest cas,

E[Y | X =] =

7
EY | X]=X+ 3
En general, tindrem que l'esperanca condicionada sera la “millor” manera d’expressar una va-
riable en funcié d’una altra (en I’exemple anterior, d’escriure la suma de dos daus en funcié del

valor de un).

No esta clar a que ens referim quan parlem de “millor”, perd a continuacié considerarem uns
quants casos particulars per veure que volem dir quan diem que E[Y" | X] és la millor aproximacié
de Y a través de X.
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e Y = f(X): Aleshores,

Ef(X)|X=2]= Y [f@)pX=a|X=2)= ) [f@)o =f()

z/€lm X z'€lm X
Per tant, E[f(X) | X] = f(X). Es a dir, si Y ja és funcié de X, aleshores E[Y | X] ens
dona f(X), que ja és la millor aproximacié que tenfem de Y en funcié de X.
Com a exercici, es pot veure que E[Y f(z) | X] = f(X)E[Y | X], i utilitzar aixd per

demostrar també el resultat anterior.

e X iY sén independents:

—y,X:x)
E[Y | X =] = _ _
YV X=z]= > yp(Y =y|X=u) Zy X
yelmY yelmY
= Y yp(Y =y) =E[Y]
yelmY

Per tant, si X i Y sén independents, el resultat de Y no ve influenciat pel resultat de X,
i la millor aproximacié de Y en funcié de X és simplement E[Y].

3.4 Models de variables aleatories discretes

Comentari. Si X 1Y tenen la mateixa llei, aleshores escrivim X ~ Y.

En aquest apartat estudiarem els models de variables aleatories discretes que s’utilitzen més
sovint.

e Uniforme: X ~ U(ay,...,a,) amb aj,...,a, € R

— ImX ={ay,...,a,}
- p(X =a) =5
- EX]=13" a4
e Bernoulli: X ~ B(p) amb p € [0,1]

Im X = {0,1}
—p(X=1)=pip(X=0)=1-p
- Gx(2) =(1—p) +p2

- EX]=p

— Var[X] = p(1 - p)

e Binomial: X ~ Bin(n,p) ambn €Z,n>1ipe|0,1]

Diem que X ~ Bin(n,p) si existeixen Xy, ..., X,, variables aleatories independents, X; ~
B(p) tals que X = Xj +---+ X,,. Es a dir, una variable Bin(n,p) compta el nombre
d’exits al realitzar un experiment n vegades amb probabilitat d’exit p.
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— ImX =4{0,1,...,n}

—p(X =i)=(})p'Q-p"

= Gx(2) =Gx,(2)" = (1 —p+p2)"
— E[X]=np

— Var[X]| = np(1 —p)

Observem que la suma de variables binomials independents de la mateixa p és la suma de
variables de Bernoulli de la mateixa p, que és una binomial. Per tant,

Bin(ni, p) + Bin(na, p) = Bin(ny + na, p)

e Geométrica: X ~ Geom(p) amb p € [0,1]

Una variable aleatoria geometrica X ~ Geom(p) compta el nombre de repeticions d’una
Bernoulli de probabilitat p fins que s’obtingui el primer exit.

Im (X) = {1,2,...}
p(X =k)=(1-p)*'p

_ 2) = _ n—lzn — bz
Gx(2) ;p(l p) g
- E[X]=1/p
1—
~ Var[X] = 77’

Si no volem incloure el primer exit en el nombre de repeticions, denotarem la variable com
X ~ Geomyg(p) (veure exercici 13).

e Binomial negativa: X ~ BinN(p,r) amb p€ [0,1],r€Z, r > 1

Diem que X ~ BinN(p,r) si existeixen Yi,...,Y, independents tals que Y; ~ Geom(p) i
X =Y, +---+Y,. Aixi doncs, les variables binomials negatives sén una generalitzacié de
les geometriques, i compten el nombre de repeticions d'una B(p) fins a obtenir r exits.

—Im(X)={r,r+1,...}
o =n= (T ra-pt

r—1

maneres de distribuir els primers r — 1 exits

-ox0= (=)
— E[X]=r/p

r(l—p)
D2
e Poisson: X ~ Po(\) amb A € R, A >0

— Var[X] =

Una variable de Poisson és el limit d’una binomial Bin(n,p) quan n — oo i A := np es
manté constant.
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~ Im(X)=1{0,1,2,....}

He
1
- Gx(z) = Z He_’\klz’ = e M = 7D
k>0
- EX]=A
— Var[X] = A

3.5 Altres aplicacions de les funcions generadores de probabili-
tat

3.5.1 Sumes amb nombre aleatori de summands

Suposem que tenim un conjunt de variables aleatories de recompte independents X1, Xo, ...,
tals que X; ~ X per qualsevol 1.

Sabem que la funcié generadora de la suma és el producte de funcions generadores:

Gxi4t X, (2) = Gx, (2) ... Gx, (2) = Gx(2)"

Ara suposem que tenim una altre variable de recompte N, independent de les {X;}. Volem
condicionar el nombre de X; que sumem al valor de la variable N (és a dir, volem estudiar
l'esperanca de X; + -+ X, on N és una altra variable aleatoria de recompte independent).

Tenim que
Gyt xy (2) = B[zXHHXN] = R[N+ | N])

= Z E[zX1T XN | N = n]p(N =n) = Z E[zX1++Xn] p(N = n)

nelm N nelm N
= Y p(N=n)Gxirix,(2) = D p(N=n)Gx(2)" = Gn(Gx(2))
nelm N nelm N

Aix0 ho podem resumir amb el seglient lema:

Lema 3.5.1. Amb les hipotesis anteriors, tenim que Gx,+..4+x5(2) = GN(Gx(2)).

Observem que el truc d’utilitzar I’esperanca condicionada ens ha permes particularitzar ’ex-
pressié per n’s concretes, fent més facil calcular-ho.

A continuacié veurem un exemple d’aplicacié d’aquesta féormula.

3.5.2 Arbres de Galton-Watson

Els arbres de Galton-Watson sén un model que es va proposar al segle XIX per estudiar I’extincio
dels cognoms entre 'aristocracia anglesa.
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Segons els costums anglesos, els cognoms passen de pares a fills (ja que se suposa que les filles
agafaran el cognom del seu marit). Podem representar I’evolucié d’un cognom com un arbre,
on cada node té un pare (del qual hereda el cognom), i una serie de fills (als quals transmet el
cognom).

Ens volem preguntar quina és la probabilitat que el cognom s’extingueixi, és a dir, que existeixi
un nivell de 'arbre que sigui buit.

Sigui Z; el nombre d’individus a la generacié i+ 1-éssima. Suposarem que a la primera generacié
només hi ha un tnic individu amb el cognom (Zy = 1), i que cada node té la mateixa distribucié
de probabilitat de nombre de fills (que seguira una llei X). Suposarem a més que tots els
individus es reprodueixen independentment de tota la resta.

Aleshores, la probabilitat d’extinci6 és

p(|J{Z,=0}) = lim p(Z, =0) = lim Gz, (0)

n—o0
n>1

on hem utilitzat que els {Z,, = 0} s6n successos encaixats per passar de la probabilitat de la
unié al limit de probabilitats.

Proposicié 3.5.1. Sigui G,,(z) = Gz, (z). Aleshores, es satisfa la recurréncia
Gn+m(z) = Gn(Gm(Z))

per qualssevol n,m > 0.

Demostracio. Cada individu de la generacié n+m té un dnic antecedent de la generacié m. Per
tant, el nombre d’individus a la generacié n + m és

Zn—&-m:}/l"i_"""YZm

on Y; és el nombre de descendents a la generacié n 4+ m de I'i-essim membre de la generacié m.

Aleshores observem que, per simetria, Y; ~ Z,, de manera que tenim una suma de variables
aleatories amb la mateixa distribucié i tals que el nombre de summands ve regulat per una altra
variable aleatoria. Aplicant 'apartat anterior,

Gm-i—n(z) = Gm(Gn(Z))

O]

Exercici: Trobeu 'esperancga i la variancia de Z,, en funcié de 'esperancga i la variancia de X.

Proposicié 3.5.2. Siguin la solucid positiva més petita de s = Gx(s). Aleshores, la probabilitat
d’extincid del cognom ésn. A més, si p = E[X], tenim que

n=1 sipu<l
n<l, sip>1
n=1 sip=11iVar(X)>0
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Demostracié. Sigui n, = p(Z, = 0) = G,(0). Tenfem que

Gn(Z) = (GX O« OGX)(Z)

n cops

de manera que

M = GX(anl(O)) = GX(nnfl)

Quan n — oo, si volem que existeixi 7 = lim,, 1,,, tindrem que aquesta 7 sera la solucié de

n=Gx(n)

Observem que la funcié y(z) = = té pendent 1 arreu. Per tant, si p = G (1) < 1, tindrem que
la primera solucié de Gx(x) = z serd a = 1, mentre que si G’y (1) > 1, tindrem que hi ha una
solucié abans.

En el cas degenerat G’y (z) = 1 també tindrem que el primer punt de tall entre G(z) i z és a
x =1 (excepte en el cas especial en el que Var(X) =01 Gx(z) = z). O



